OLIMPIADA LA MATEMATICA
etapa raionala/municipala, 4 februarie 2023, Clasa a X-a
SOLUTII

10.1. Aratati ca nu exista doua numere naturale nenule m si n care sa verifice egalitatea \/E + \/_ =4/253.

Rezolvare. Presupunem ci existd m,n e N, astfel incat Jm ++/n =253 . Putem scrie

Jn =253 -m = n=253+m-24253-m < 24253- m =m-n+253e .
Observam ca 253-m=11-23-m trebuie sa fie un patrat perfect, deoarece 11 si 23 sunt numere prime,

urmeazi cd m=253-a% aeN".
Analog, deducem ci n=253-b*>, be N,

Atunci v/253 = \/m ++/n =/253.a +/253-b? = /253 (a+b) > /253 (1+1) = 2/253.

Am obtinut o contradictie. Deci este adevarat cd nu existdi m,ne N, incat \/ﬁ + \/_ =4/253.

10.2. Fie a, b si ¢ lungimile laturilor unui triunghi. Aratati ca daci a2 +b? +c2 = a+b~/2 +c+/3 =6, atunci
acest triunghi este dreptunghic.

Rezolvare. Din egalitatea a? +b? + ¢ = a+b+/2 + c+/3 , urmeaza a(a—1)+b(b—\/§)+c(C—\@)=0 (1).
Din a+by2+cy/3 =6 gasim a+bv2 +c\B=1+2+31(a-1)+v2(b—v2)+3(c-3)=0 (2).

Scizand din relatia (1) relatia (2), obtinem (a—l)2 +(b—\/§)2 +(C—\/§)2 =0. Prin urmare avem a =1,

b=+2, c=43.

Observam cia a’+b”* =1+2=3=¢’, de unde urmeaza ci triunghiul cu laturile de lungimile a, b si ¢
este dreptunghic.

10.3. Fie ABC un triunghi, iar P un punct care apartine interiorului acestui triunghi. Pe laturile AC si BC
se considera punctele D si E, respectiv, astfel incat ZDPC = ZABC si ZEPC =/BAC . Aratati ca
AD-CE=BE-CD.

Rezolvare. Avem £ AFC > 2 ABC (ca unghi exterior aCFB ), deci £ AFC > ZDPC . Prin urmare, punctul
D este situat mai sus de paralela dusa prin P la dreapta AB . C

in mod analog, punctul E este situat mai sus de paralela dusi prin
P la dreapta AB. Prin urmare, punctul P este situat in exteriorul
aCDE si patrulaterul CDPE este convex.

Din triunghiul ABC avem: D E
m(£DCE)=180"—(m(£ABC)+m(£BAC))=
=180" —(m(«£DPC)+m(£LEPC))=180"—m(£DPE) =
= m(«£DCE)+m(£DPE)=180". A F B

Deoarece in patrulaterul convex CDPE doua unghiuri opuse sunt suplimentare, el este inscriptibil, prin
urmare ZCED = ZDPC = ZABC.
Unghiurile DEC si ABC sunt unghiuri corespondente formate de dreptele AB si DE cu secanta BC.
Fiindca aceste unghiuri sunt congruente, urmeaza ca dreptele AB si DE sunt paralele.
CE

Din teorema lui Thales pentru triunghiul ABC , avem i_?) ~BE < AD-CE =BE-CD.
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10.4. Se considerd multimea M :{(x, y)eRxR | ax+by:1}, unde a si b sunt numere reale date.

Determinati valoarea maxima a expresiei E(X,y)= dacd (x,y)eM .

XX +y?’

Rezolvare. VVom arita ca valoarea maxima a expresiei E(X,y) este a*+b?.
Avem ax+by=1.
1

1. Fie b:O:a;«tO:x:l,yeR:E(x,y): <—=a’=a’+b%
a
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Deci valoarea maxima a expresiei E (X, Y) este egald cu a’ +b? si se atinge pentru X =

Q|

ayzo

2. Fie beR", atunci yzl—g-x.
b b

Pentru a determina valoarea maxima a expresiei E (X, y) , vom determina valoarea minima a expresiei x° + y?.

2 2
x* +y? =x2+[%—%-xj =[1+%j-x2—§~x+b—12.

2
Consideram functia de gradul al doilea f :R - R, f (x)= (1+ a—J X 22 X+ i

b? b? b?
4a* 4 4a?
2 _ VT RV
Deoarece 1+:;1—2 >0, functia f are un minim egal cu A -_b b b !

? 2\ afib?
4(1+22J 4(1+ ZZJ
Raspuns: Valoarea maxima a expresiei E (X, y) este a® +b”.

10.5. Determinati toate valorile parametrului real a pentru care ecuatia 3x* +11ax+2a” =0 are cel putin o
solutie numar intreg.
Rezolvare.
1. Fie a=0, atunci x =0 este solutie intreagd a ecuatiei. Observam ca 0 este solutie doar pentru a=0.
2.Fie aeR" = x=#0.Atunci 3x* +1lax+2a’ =0« 2a’ +11xa+3x* =0.

In ultima ecuatie vom considera a necunoscuti, iar X — parametru.

x#0 121
Calculim A =121x* - 24x* = x* (121-24%" ) = A 2 0121~ 24x* 20> X < -

Pentru a e R” solutiile intregi nenule ale ecuatiei date pot fi doar numerele +1, +2.

~11++/97

2.1. Dacd x =1, obtinem ecuatia 2a’ +1la+3=0<a=

4
+ ,
2.2.Dacd x =-1, obtinem ecuatia 2a° -1la+3=0<a= 1197 :
4
< . ., a=-3
2.3. Daca x =2, obtinem ecuatia a“ +11a+24=0< g
a=-—
< . . a=3
2.3. Daca x=-2, obtinem ecuatia a“ —-11a+24=0< 8"
a=

Raspuns: a e {O; +3;

+8_—11i\/9_7_11i\/9_7}
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