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OLIMPIADA LA MATEMATICĂ 

etapa raională/municipală, 4 februarie 2023, Clasa a XI–a  

BAREM DE EVALUARE 

Remarcă. Rezolvarea corectă a fiecărei probleme se apreciază cu 7 puncte. 

 

11.1. Două drepte paralele împart un pătrat cu lungimea laturii 𝑎 în trei figuri geometrice cu arii 

egale. Să se determine valoarea minimă pe care o poate avea suma perimetrelor celor trei figuri 

geometrice. 

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare  
Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1 Observația că suma perimetrelor celor trei figuri geometrice este egală cu 

suma dintre perimetrul pătratului și dublul sumei lungimilor segmentelor 

formate de cele două drepte cu laturile pătratului. 

1 

2 Afirmația că, pentru a minimiza suma perimetrelor celor trei figuri 

geometrice, este suficient de minimizat suma lungimilor segmentelor 

formate de cele două drepte cu laturile pătratului. 

1 

3 Studierea completă a cazului când dreapta 𝑑 intersectează două laturi opuse 

ale pătratului, inclusiv menționarea cazului de egalitate. 

1 

4 Analizarea cazului când dreapta 𝑑 intersectează două laturi alăturate ale 

pătratului, formând un triunghi dreptunghic cu catetele 𝑥 și 𝑦 și ipotenuza 𝑧. 

Obținerea egalităților 𝑥𝑦 =
2𝑎2

3
 și 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2. 

1 

5 Utilizarea inegalității mediilor și obținerea inegalității 𝑧 ≥ √2 ⋅ √𝑥𝑦 1 

6 Concluzionarea că, în ambele cazuri, lungimea segmentului format de 

dreapta 𝑑 cu laturile pătratului nu este mai mică decât 𝑎. 

1 

7 Determinarea valorii minime 8𝑎 a sumei perimetrelor celor trei figuri 

geometrice. 

1 

 Punctaj total 7 puncte 

 

 

 

11.2. Să se determine toate completele de patru numere reale pozitive (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) care verifică 

sistemul: 

{
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 16,

𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑥𝑡 + 𝑦𝑧 + 𝑦𝑡 + 𝑧𝑡 + 160.
 

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare  

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1 Obținerea inegalității 𝑥𝑦𝑧𝑡 ≤ 256. 1 

2 Demonstrarea inegalității 
𝑥𝑦+𝑥𝑧+𝑥𝑡+𝑦𝑧+𝑦𝑡+𝑧𝑡

6
≥ √𝑥𝑦𝑧𝑡 1 

3 Obținerea inegalității 𝑥𝑦𝑧𝑡 − 6√𝑥𝑦𝑧𝑡 − 160 ≥ 0 1 

4 Studierea inegalității date ca o inecuație de ordinul 2, 𝑢2 − 6𝑢 − 160 ≥ 0, 

cu 𝑢 > 0. Obținerea inegalității 𝑢 ≥ 16.  

1 

5 Deducerea inegalității 𝑥𝑦𝑧𝑡 ≥ 256 1 

6 Obținerea egalității 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 256 1 



2 
 

7 Concluzionarea singurei soluții 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑡 = 4. 1 

 Punctaj total 7 puncte 

 

 

 

11.3.  Fie numerele reale pozitive  𝑎, 𝑏, 𝑐 astfel incât 𝑎𝑏𝑐 = 8. Demonstrați că  
2

2+𝑎+𝑏
+

2

2+𝑏+𝑐
+

2

2+𝑐+𝑎
≤ 1. 

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare  
Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1 Introducerea variabilelor noi 𝑎 = 𝑥3, 𝑏 = 𝑦3, 𝑐 = 𝑧3. 1 

2 Demonstrarea că  𝑥𝑦𝑧 = 2. 1 

3 Demonstrarea că totdeauna  𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 ≥ 𝑥𝑦 . 1 

4 Deducerea că totdeauna  𝑥3 + 𝑦3 ≥ (𝑥 + 𝑦)𝑥𝑦. 1 

5 Demonstrarea că  
2

2+𝑎+𝑏
≤

𝑧

𝑧+𝑥+𝑦
. 1 

6 Deducerea inegalităților analoage  
2

2+𝑏+𝑐
≤

𝑥

𝑧+𝑥+𝑦
,   

2

2+𝑎+𝑐
≤

𝑦

𝑧+𝑥+𝑦
. 1 

7 Încheierea demonstrării inegalității inițiale. 1 

 Punctaj total 7 puncte 

 

 

 

11.4. Fie  triunghiul ABC și un punct arbitrar 𝐷 situat în interiorul laturii [𝐵𝐶]. Considerăm 

cercurile înscrise în triunghiurile ABD și respectiv ACD. Notăm cu d  tangenta comună la aceste 

cercuri, care este diferită de AD și BC. Dreapta d intersectează dreapta AD în punctul K. 

Demonstrați că lungimea segmentului [𝐴𝐾] nu depinde de poziția punctului D pe latura  [𝐵𝐶]. 

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare  

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1 Utilizarea teoremei tangentelor pentru demonstrarea egalității perechilor 

segmentelor de tangente la cercul înscris în triunghiul ABD. 

1 

2 Utilizarea teoremei tangentelor pentru demonstrarea egalității perechilor 

segmentelor de tangente la cercul înscris în triunghiul AСD. 

1 

3 Demonstrarea egalității segmentelor tangentelor comune la cercurile înscrise 

în triunghiurile ABD și  ACD. 

1 

4 Deducerea egalității 2𝐴𝐾 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 − 𝐵𝐶. 3 

5 Deducerea independenței lungimii segmentului [𝐴𝐾] de poziția punctului D 

pe [𝐵𝐶]. 

 

1 

 Punctaj total 7 puncte 
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11.5. Fie șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1, 

𝑥𝑛 = √6 + √6 +⋯+ √6
333

 ⏟            
𝑛 radicali

. 

Arătați că există și calculați limita:  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

6𝑛(2 − 𝑥𝑛). 

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare  
Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1 Demonstrarea inegalităților 𝑥𝑛 > 1   și  𝑥𝑛 < 2  ∀𝑛 ≥  1. 1 

2 Demonstrarea că șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1 este strict crescător. 1 

3 Demonstrarea existenței limitei șirului (𝑥𝑛)𝑛≥1 care satisface inegalitatea  

√6
3

< 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 ≤ 2. 

1 

4 Deducerea inegalității 0 <
2−𝑥𝑛+1

2−𝑥𝑛
<
1

7
 . 1 

5 Cercetarea șirului 𝑧𝑛 = 6
𝑛(2 − 𝑥𝑛),  𝑧𝑛 > 0   și demonstrarea inegalității 

𝑧𝑛+1 <
6

7
𝑧𝑛. 

 

1 

6 Demonstrarea existenței limitei șirului  (𝑧𝑛)𝑛≥1. 1 

7 Calcularea valorii acestei limite: 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 0. 1 

 Punctaj total 7 puncte 

 


