OLIMPIADA LA MATEMATICA
etapa raionala/municipala, 4 februarie 2023, Clasa a Xl-a
BAREM DE EVALUARE

Remarca. Rezolvarea corectd a fiecarei probleme se apreciaza cu 7 puncte.

11.1. Doua drepte paralele impart un patrat cu lungimea laturii a in trei figuri geometrice cu arii
egale. Sa se determine valoarea minima pe care o poate avea suma perimetrelor celor trei figuri
geometrice.

Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 Observatia ca suma perimetrelor celor trei figuri geometrice este egald cu 1

suma dintre perimetrul pétratului si dublul sumei lungimilor segmentelor
formate de cele doua drepte cu laturile patratului.

2 | Afirmatia ca, pentru a minimiza suma perimetrelor celor trei figuri 1
geometrice, este suficient de minimizat suma lungimilor segmentelor
formate de cele doua drepte cu laturile patratului.

3 Studierea completd a cazului cand dreapta d intersecteaza doua laturi opuse 1
ale patratului, inclusiv mentionarea cazului de egalitate.

4 | Analizarea cazului cand dreapta d intersecteaza doua laturi aldturate ale 1
patratului, formand un triunghi dreptunghic cu catetele x si y si ipotenuza z.

. ey 2a% .
Obtinerea egalitatilor xy = % siz =./x%+y2

Utilizarea inegalititii mediilor si obtinerea inegalititii z > V2 - \/xy 1

Concluzionarea ca, in ambele cazuri, lungimea segmentului format de
dreapta d cu laturile patratului nu este mai mica decat a.

7 Determinarea valorii minime 8a a sumei perimetrelor celor trei figuri 1
geometrice.

Punctaj total | 7 puncte

11.2. Sa se determine toate completele de patru numere reale pozitive (x,y,z,t) care verifica
sistemul:

{ x+y+z+t=16,
xyzt = xy +xz +xt+yz+ yt+ zt + 160.
Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 Obtinerea inegalitatii xyzt < 256. 1
2 Demonstrarea inegalitatii xy+xz+xt;ryz+y ALLS xyzt 1
3 | Obtinerea inegalitatii xyzt — 6,/xyzt — 160 > 0 1
4 Studierea inegalititii date ca o inecuatie de ordinul 2, u? — 6u — 160 > 0, 1
cu u > 0. Obtinerea inegalitatii u > 16.
5 | Deducerea inegalitatii xyzt > 256 1
6 | Obtinerea egalitatii xyzt = 256 1




7 Concluzionarea singurei solutilx =y =z =t = 4. 1

Punctaj total | 7 puncte
11.3. Fie numerele reale pozitive a, b, c astfel incat abc = 8. Demonstrati ca
2 2 2
2+a+b  2+4+b+c  24+ct+a T
Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat

1 Introducerea variabilelor noi a = x3, b = y3, ¢ = z3. 1

2 Demonstrarea ca xyz = 2. 1

3 | Demonstrarea ci totdeauna x2 — xy + y? > xy . 1

4 | Deducerea ci totdeauna x3 + y3 > (x + y)xy. 1

o 2
5 Demonstrarea ca < 1
2+a+b Z+x+y
. ey 2
6 Deducerea inegalitatilor analoage <= <2 1
> 2+b+c Z+x+y" 2+a+c Z+x+y

7 Incheierea demonstrarii inegalitatii initiale. 1

Punctaj total | 7 puncte

11.4. Fie triunghiul ABC si un punct arbitrar D situat in interiorul laturii [BC]. Consideram
cercurile inscrise in triunghiurile ABD si respectiv ACD. Notam cu d tangenta comuna la aceste
cercuri, care este diferitdi de AD si BC. Dreapta d intersecteaza dreapta AD in punctul K.
Demonstrati ca lungimea segmentului [AK] nu depinde de pozitia punctului D pe latura [BC].

Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 | Utilizarea teoremei tangentelor pentru demonstrarea egalitatii perechilor 1
segmentelor de tangente la cercul inscris in triunghiul ABD.
2 | Utilizarea teoremei tangentelor pentru demonstrarea egalitatii perechilor 1
segmentelor de tangente la cercul inscris in triunghiul ACD.
3 | Demonstrarea egalitatii segmentelor tangentelor comune la cercurile inscrise 1
in triunghiurile ABD si ACD.
4 Deducerea egalitatii 2AK = AB + AC — BC. 3
5 | Deducerea independentei lungimii segmentului [AK] de pozitia punctului D
pe [BC]. 1
Punctaj total | 7 puncte




11.5. Fie sirul (x;)n>1,

3
xn=\/6+3\/6+---+?{/€.

n radicali

Aratati ca exista si calculati limita: lim 6™(2 — x,,).

n—-oo

Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 Demonstrarea inegalitatilor x, > 1 si x, <2 Vn> 1. 1
2 | Demonstrarea ca sirul (x,)s; €ste strict crescator. 1
3 | Demonstrarea existentei limitei sirului (x,),s; care satisface inegalitatea 1
V6 < lim x,, < 2.
n—-oo
: s 2— 1
4 | Deducerea inegalitatii 0 < =—2*1 < = 1
’ 2—Xn 7
3) Cercetarea sirului z,, = 6" (2 — x,,), z, > 0 si demonstrarea inegalitatii
6
Zper < ~Zn- 1
6 | Demonstrarea existentei limitei sirului (z;);»1- 1
7 | Calcularea valorii acestei limite: lim z, = 0. 1
n-oo
Punctaj total | 7 puncte




