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ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

районный/муниципальный тур, 4 февраля 2023 года, XI класс 

СХЕМА ПРОВЕРКИ ТЕСТА 

Примечание. Правильное решение каждой задачи оценивается в 7 баллов. 

 

 

11.1.  Две параллельные прямые разбивают квадрат со стороной 𝑎 на три геометрические фигуры 

равной площади. Найти минимальное значение суммы периметров этих трех геометрических 

фигур. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. 
Вывод утверждения, что сумма периметров этих трех геометрических фигур 

равна сумме периметра квадрата и удвоенной суммы длин отрезков, 

образованных исходными двумя прямыми со сторонами квадрата. 

1 балл 

2. 

Доказательство того, что для минимизации суммы периметров этих трех  

геометрических фигур достаточно минимизировать сумму длин отрезков, 

образованных исходными двумя прямыми со сторонами квадрата. 

1 балл 

3. 
Полное исследование случая, когда прямая 𝑑 пересекает две противоположные 

стороны квадрата (включая исследование случая равенства). 
1 балл 

4. 

Исследование случая, когда прямая 𝑑 пересекает две смежные стороны 

квадрата, образуя прямоугольный треугольник с катетами 𝑥 и 𝑦 и гипотенузой 

𝑧. Получение равенств 𝑥𝑦 =
2𝑎2

3
 и 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2. 

1 балл 

5. 
Использование неравенства о средних для доказательства неравенства            

𝑧 ≥ √2 ⋅ √𝑥𝑦. 
1 балл 

6. 
Доказательство того, что в обоих случаях длина отрезка, образованного 

прямой 𝑑 со сторонами квадрата, не меньше, чем 𝑎. 
1 балл 

7. 
Получение значения 8𝑎, как минимальной величины суммы периметров этих 

трех  геометрических фигур. 
1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

 

 

11.2 Определить все возможные наборы (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) положительных действительных чисел, которые 

удовлетворяют системе: 

{
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 16,

𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑥𝑡 + 𝑦𝑧 + 𝑦𝑡 + 𝑧𝑡 + 160.
 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. Получение неравенства 𝑥𝑦𝑧𝑡 ≤ 256. 1 балл 

2. Доказательство неравенства 
𝑥𝑦+𝑥𝑧+𝑥𝑡+𝑦𝑧+𝑦𝑡+𝑧𝑡

6
≥ √𝑥𝑦𝑧𝑡. 1 балл 
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3. Получение неравенства 𝑥𝑦𝑧𝑡 − 6√𝑥𝑦𝑧𝑡 − 160 ≥ 0 1 балл 

4. 
Исследование этого неравенства как неравенства порядка 2, 𝑢2 − 6𝑢 − 160 ≥

0, учитывая, что 𝑢 > 0. Получение неравенства 𝑢 ≥ 16.  
1 балл 

5. Вывод неравенства 𝑥𝑦𝑧𝑡 ≥ 256. 1 балл 

6. Получение равенства 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 256. 1 балл 

7. Доказательство единственности решения 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑡 = 4. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

 

 

11.3.  Даны положительные действительные числа  𝑎, 𝑏, 𝑐 такие, что 𝑎𝑏𝑐 = 8. Докажите, что  
2

2+𝑎+𝑏
+

2

2+𝑏+𝑐
+

2

2+𝑐+𝑎
≤ 1. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. Ввод новых переменных  𝑎 = 𝑥3, 𝑏 = 𝑦3, 𝑐 = 𝑧3. 1 балл 

2. Доказательство того, что  𝑥𝑦𝑧 = 2. 1 балл 

3. Доказательство того, что всегда  𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 ≥ 𝑥𝑦 . 1 балл 

4. Вывод того, что всегда  𝑥3 + 𝑦3 ≥ (𝑥 + 𝑦)𝑥𝑦. 1 балл 

5. Доказательство того, что  
2

2+𝑎+𝑏
≤

𝑧

𝑧+𝑥+𝑦
. 1 балл 

6. Вывод аналогичных неравенств  
2

2+𝑏+𝑐
≤

𝑥

𝑧+𝑥+𝑦
,   

2

2+𝑎+𝑐
≤

𝑦

𝑧+𝑥+𝑦
. 1 балл 

7. Завершение доказательства исходного неравенства. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

 

 

11.4. Даны треугольник ABC и произвольная точка 𝐷 внутри стороны [𝐵𝐶]. Рассмотрим 

окружности, вписанные в треугольники ABD и, соответственно, ACD. Обозначим через d общую 

касательную к этим двум окружностям, которая отлична от AD и BC. Прямая d пересекает прямую 

AD в точке K. Докажите, что длина отрезка [𝐴𝐾] не зависит от положения точки D на стороне  [𝐵𝐶]. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. 
Использование теоремы о касательных для доказательства попарного 

равенства отрезков касательных к окружности, вписанной в треугольник ABD. 
1 балл 

2. 
Использование теоремы о касательных для доказательства попарного 

равенства отрезков касательных к окружности, вписанной в треугольник AСD. 
1 балл 

3. 
Доказательство равенства отрезков общих касательных к окружностям, 

вписанным в треугольники ABD и  ACD. 
1 балл 

4. Вывод равенства  2𝐴𝐾 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 − 𝐵𝐶. 3 балла 
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5. Вывод независимости длины отрезка [𝐴𝐾] от положения точки D на [𝐵𝐶]. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

 

 

11.5 Дана последовательность (𝑥𝑛)𝑛≥1, 

𝑥𝑛 = √6 + √6 +⋯+ √6
333

 ⏟            
𝑛 корней

. 

Доказать существование и вычислить предел:  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

6𝑛(2 − 𝑥𝑛). 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. Доказательство неравенств  𝑥𝑛 > 1  и  𝑥𝑛 < 2  ∀𝑛 ≥  1. 1 балл 

2. 
Доказательство того, что последовательность (𝑥𝑛)𝑛≥1 является строго 

возрастающей. 
1 балл 

3. 
Доказательство существования предела последовательности (𝑥𝑛)𝑛≥1, 

удовлетворяющего неравенству  √6
3

< 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 ≤ 2. 
1 балл 

4. Вывод неравенства  0 <
2−𝑥𝑛+1

2−𝑥𝑛
<
1

7
 . 1 балл 

5. 
Исследование последовательности  𝑧𝑛 = 6

𝑛(2 − 𝑥𝑛),  𝑧𝑛 > 0  и доказательство 

неравенства  𝑧𝑛+1 <
6

7
𝑧𝑛. 

1 балл 

6. Доказательство существования предела последовательности (𝑧𝑛)𝑛≥1. 1 балл 

7. Вычисление значения этого предела:  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 0. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

   

 


