
Prob. 11.1. Două drepte paralele împart un pătrat cu lungimea laturii 𝑎 în trei figuri geometrice 

cu arii egale. Să se determine valoarea minimă pe care o poate avea suma perimetrelor celor trei 

figuri geometrice. 

 

Soluție. Fie 𝐴𝐵𝐶𝐷 un pătrat cu lungimea laturii 𝑎 și 𝑑1 și 𝑑2 două drepte cu proprietatea din enunț.  

Se observă ușor că suma perimetrelor celor trei figuri geometrice este egală cu suma dintre 

perimetrul pătratului și dublul sumei lungimilor segmentelor formate de cele două drepte cu 

laturile pătratului. Astfel, pentru a minimiza suma perimetrelor celor trei figuri geometrice este 

suficient de minimizat suma lungimilor segmentelor formate de cele două drepte cu laturile 

pătratului. 

Vom arăta că, pentru fiecare segment din cele două, lungimea nu e mai mică decât latura pătratului 

𝑎. Pentru fiecare dreaptă 𝑑 ∈ {𝑑1, 𝑑2} sunt posibile două cazuri. 

Cazul 1. Dreapta 𝑑 intersectează două laturi opuse ale pătratului.  

În acest caz, e evident că lungimea segmentului format de această dreaptă cu cele două laturi nu 

este mai mică decât distanța dintre laturile intersectate, care este egală cu lungimea laturii 𝑎. 

Egalitatea are loc atunci când dreapta 𝑑 este paralelă cu o latură a pătratului. 

Cazul 2. Dreapta 𝑑 intersectează două laturi alăturate ale pătratului.  

În rezultat, dreapta 𝑑 formează cu cele două laturi un triunghi dreptunghic. Notăm lungimile 

catetelor triunghiului dreptunghic cu 𝑥 și 𝑦.  

Aria triunghiului este 
1

2
𝑥𝑦 =

𝑎2

3
 (o treime din aria pătratului), adică 𝑥𝑦 =

2𝑎2

3
. Conform teoremei 

lui Pitagora și inegalității dintre media geometrică și media pătratică, lungimea ipotenuzei este 

𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 = √2 ⋅ √
𝑥2+𝑦2

2
≥ √2 ⋅ √𝑥𝑦 = √2 ⋅

𝑎√2

√3
=

2

√3
𝑎 > 𝑎. 

Deci, și în acest caz, lungimea segmentului format de dreapta 𝑑 cu laturile pătratului nu este mai 

mică decât 𝑎. 

În concluzie, suma lungimilor segmentelor este minimă atunci când dreptele sunt paralele cu o 

latură a pătratului și este egală cu 𝑎 + 𝑎 = 2𝑎. Suma minimă a perimetrelor celor trei figuri 

geometrice în care este împărțit pătratul este 4𝑎 + 2 ⋅ (2𝑎) = 8𝑎. 

 

Prob. 11.2 Să se determine toate completele de patru numere reale pozitive (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) care verifică 

sistemul: 

{
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 16,

𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑥𝑡 + 𝑦𝑧 + 𝑦𝑡 + 𝑧𝑡 + 160.
 

 

Soluție. Aplicăm inegalitatea mediilor pentru numerele reale pozitive 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡. Obținem  

4 =
𝑥+𝑦+𝑧+𝑡

4
≥ √𝑥𝑦𝑧𝑡

4 , 

adică 𝑥𝑦𝑧𝑡 ≤ 256. Cazul de egalitate are loc atunci și numai atunci când 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑡 = 4.  

Aplicăm inegalitatea mediilor pentru numerele reale pozitive 𝑥𝑦, 𝑥𝑧, 𝑥𝑡, 𝑦𝑧, 𝑦𝑡, 𝑧𝑡. Astfel obținem 

relațiile: 

𝑥𝑦𝑧𝑡 − 160

6
=
𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑥𝑡 + 𝑦𝑧 + 𝑦𝑡 + 𝑧𝑡

6
≥ 

≥ √𝑥𝑦 ⋅ 𝑥𝑧 ⋅ 𝑥𝑡 ⋅ 𝑦𝑧 ⋅ 𝑦𝑡 ⋅ 𝑧𝑡
6 = √(𝑥𝑦𝑧𝑡)3

6
= √𝑥𝑦𝑧𝑡, 

echivalentă cu 𝑥𝑦𝑧𝑡 − 6√𝑥𝑦𝑧𝑡 − 160 ≥ 0. Cazul de egalitate are loc atunci și numai atunci când 

𝑥𝑦 = 𝑥𝑧 = 𝑥𝑡 = 𝑦𝑧 = 𝑦𝑡 = 𝑧𝑡, deci, la fel, dacă și numai dacă 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑡 = 4.  



Notând 𝑢 = √𝑥𝑦𝑧𝑡 > 0, obținem 𝑢2 − 6𝑢 − 160 ≥ 0. Rezolvând inecuația pentru 𝑢 > 0, 

obținem 𝑢 ≥ 16, echivalent cu 𝑥𝑦𝑧𝑡 ≥ 256. 

Deci, avem 256 ≤ 𝑥𝑦𝑧𝑡 ≤ 256, ceea ce implică 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 256. Din cele menționate mai sus, 

această egalitate are loc doar în cazul 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑡 = 4. Astfel, există un singur complet de patru 

numere reale pozitive (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = (4, 4, 4, 4), care verifică sistemul dat. 

 

Prob. 11.3. Fie numerele reale pozitive  𝑎, 𝑏, 𝑐 astfel incât 𝑎𝑏𝑐 = 8. Demonstrați că  
2

2+𝑎+𝑏
+

2

2+𝑏+𝑐
+

2

2+𝑐+𝑎
≤ 1. 

 

Soluție. Considerăm numerele reale pozitive 𝑥, 𝑦, 𝑧 astfel încât 𝑎 = 𝑥3, 𝑏 = 𝑦3, 𝑐 = 𝑧3. Atunci  

𝑥𝑦𝑧 = √𝑎𝑏𝑐
3

= √8
3

= 2. 

Deoarece (𝑥 − 𝑦)2 ≥ 0, avem 

𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 ≥ 𝑥𝑦 . 

Prin urmare, 

𝑥3 + 𝑦3 = (𝑥 + 𝑦)(𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2) ≥ (𝑥 + 𝑦)𝑥𝑦. 

Atunci 
2

2+𝑎+𝑏
=

𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧+𝑥3+𝑦3
≤

𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧+(𝑥+𝑦)𝑥𝑦
=

𝑧

𝑧+𝑥+𝑦
. 

Analog obținem  
2

2+𝑏+𝑐
≤

𝑥

𝑧+𝑥+𝑦
,   

2

2+𝑎+𝑐
≤

𝑦

𝑧+𝑥+𝑦
. 

Atunci 
2

2+𝑎+𝑏
+

2

2+𝑏+𝑐
+

2

2+𝑐+𝑎
≤

𝑧

𝑧+𝑥+𝑦
+

𝑥

𝑧+𝑥+𝑦
+

𝑦

𝑧+𝑥+𝑦
= 1. 

 

Prob. 11.4. Fie  triunghiul ABC și un punct arbitrar 𝐷 situat în interiorul laturii [𝐵𝐶]. Considerăm 

cercurile înscrise în triunghiurile ABD și respectiv ACD. Notăm cu d  tangenta comună la aceste 

cercuri, care este diferită de AD și BC. Dreapta d intersectează dreapta AD în punctul K. 

Demonstrați că lungimea segmentului [𝐴𝐾] nu depinde de poziția punctului D pe latura  [𝐵𝐶]. 

 

Soluție. Notăm toate punctele de tangență (vezi desenul). Atunci, conform teoremei 

tangentelor, trasate dintr-un singur punct, avem 

𝐴𝐺 = 𝐴𝑃,   𝐴𝐻 = 𝐴𝑄,   𝐾𝑀 = 𝐾𝑃,   𝐾𝑁 = 𝐾𝑄, 

𝐷𝑃 = 𝐷𝐸,   𝐷𝐹 = 𝐷𝑄,   𝐵𝐺 = 𝐵𝐸,   𝐶𝐻 = 𝐶𝐹. 

De asemenea, 𝑀𝑁 = 𝐸𝐹, ca segmente ale tangentelor comune la două circumferințe fixate. Atunci 

𝐴𝐾 = 𝐴𝑃 − 𝐾𝑃 = 𝐴𝐺 − 𝐾𝑀, 

𝐴𝐾 = 𝐴𝑄 − 𝐾𝑄 = 𝐴𝐻 − 𝐾𝑁, 

de unde obținem 

2𝐴𝐾 = 𝐴𝐺 − 𝐾𝑀 + 𝐴𝐻 − 𝐾𝑁 = 𝐴𝐺 + 𝐴𝐻 − (𝐾𝑀 +𝐾𝑁) = 

= 𝐴𝐺 + 𝐴𝐻 −𝑀𝑁 = 𝐴𝐺 + 𝐴𝐻 − 𝐸𝐹 = (𝐴𝐵 − 𝐵𝐺) + (𝐴𝐶 − 𝐶𝐻) − 𝐸𝐹 = 

= 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 − (𝐵𝐺 + 𝐶𝐻 + 𝐸𝐹) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 − (𝐵𝐸 + 𝐶𝐹 + 𝐸𝐹) = 

= 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 − 𝐵𝐶. 

Deci 

𝐴𝐾 =
𝐴𝐵+𝐴𝐶−𝐵𝐶

2
, 

și nu depinde de poziția punctului D pe latura  [𝐵𝐶]. 
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Desenul pentru Problema 11.4. 

 

Prob. 11.5. Fie șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1, 

𝑥𝑛 = √6 + √6 +⋯+ √6
333

 ⏟            
𝑛 radicali

. 

Arătați că există și calculați limita:  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

6𝑛(2 − 𝑥𝑛). 

Soluție.  Avem 

𝑥𝑛 > √6
3

> 1, ∀𝑛 ≥  1. 

Pe de altă parte, 

 

𝑥𝑛 =
√6 + √6 +⋯+ √6 + √6

3333

 

⏟                  
𝑛 radicali

< √6 + √6 +⋯+ √6 + √8
3333

 

⏟                  
𝑛 radicali

< √6 + √6 +⋯+ √6 + 2
333

 
⏟                

𝑛−1  radicali

< √6 + √6 +⋯+ √8
333

⏟            
𝑛−1  radicali

< ⋯ < √8
3

= 2. 

. 

Deci șirul  (𝑥𝑛)𝑛≥1 este mărginit superior și inferior (1 < 𝑥𝑛 < 2). 

Vom arăta că șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1, este strict crescător, adică 𝑥𝑛+1 > 𝑥𝑛, ∀𝑛 ≥ 1. 

𝑥𝑛+1
𝑥𝑛

=
√6 + 𝑥𝑛
3

√𝑥𝑛
33

= √
6 + 𝑥𝑛

𝑥𝑛
3

3

= √
6

𝑥𝑛
3 +

1

𝑥𝑛2
3

> √
6

23
+
1

22

3

= √1
3

= 1   ⟹   𝑥𝑛+1 > 𝑥𝑛. 



 

Atunci, conform teoremei lui Weierstrass, există limita 

√6
3

< 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 ≤ 2. 

Deoarece 

𝑥𝑛+1 = √6 + 𝑥𝑛
3

, 

𝑥𝑛+1
3 = 6 + 𝑥𝑛, 

avem 

0 <
2 − 𝑥𝑛+1
2 − 𝑥𝑛

=
23 − 𝑥𝑛+1

3

(2 − 𝑥𝑛)(22 + 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛+1
2 )

=
8 − (6 + 𝑥𝑛)

(2 − 𝑥𝑛)(4 + 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛+1
2 )

= 

=
2 − 𝑥𝑛

(2 − 𝑥𝑛)(4 + 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛+1
2 )

=
1

4 + 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛+1
2 <

1

4 + 2 ∙ 1 + 1
=
1

7
 . 

(deoarece 𝑥𝑛 > 1). Considerăm acum șirul (𝑧𝑛)𝑛≥1 

𝑧𝑛 = 6
𝑛(2 − 𝑥𝑛),  𝑧𝑛 > 0. 

Atunci 

𝑧𝑛+1 = 6
𝑛+1(2 − 𝑥𝑛+1). 

și 

𝑧𝑛+1
𝑧𝑛

=
6(2 − 𝑥𝑛+1)

(2 − 𝑥𝑛)
<
6

7
   ⟺  𝑧𝑛+1 <

6

7
𝑧𝑛. 

Astfel șirul (𝑧𝑛)𝑛≥1  strict descrescător și este mărginit inferior de 0. Prin urmare, conform 

teoremei lui Weierstrass, există limita 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑎 ≥ 0. Trecând la limită în inegalitatea 

anterioară, obținem 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑧𝑛+1 −
6

7
𝑧𝑛) = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
 𝑧𝑛+1 −

6

7
∙ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑧𝑛 = 𝑎 −
6

7
∙ 𝑎 =

𝑎

7
≤ 0, 

de unde rezultă 𝑎 = 0. Prin urmare, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

6𝑛(2 − 𝑥𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 0. 

 


