Prob. 11.1. Doua drepte paralele impart un patrat cu lungimea laturii a in trei figuri geometrice
cu arii egale. Sa se determine valoarea minima pe care o poate avea suma perimetrelor celor trei
figuri geometrice.

Solutie. Fie ABCD un patrat cu lungimea laturii a si d, si d, doud drepte cu proprietatea din enunt.
Se observa usor ca suma perimetrelor celor trei figuri geometrice este egald cu suma dintre
perimetrul patratului si dublul sumei lungimilor segmentelor formate de cele doud drepte cu
laturile patratului. Astfel, pentru a minimiza suma perimetrelor celor trei figuri geometrice este
suficient de minimizat suma lungimilor segmentelor formate de cele doud drepte cu laturile
patratului.

Vom arata ca, pentru fiecare segment din cele doud, lungimea nu e mai mica decat latura patratului
a. Pentru fiecare dreapta d € {d,, d,} sunt posibile doud cazuri.

Cazul 1. Dreapta d intersecteaza doud laturi opuse ale patratului.

In acest caz, e evident ci lungimea segmentului format de aceasti dreapta cu cele doua laturi nu
este mai mica decat distanta dintre laturile intersectate, care este egald cu lungimea laturii a.
Egalitatea are loc atunci cand dreapta d este paralela cu o laturd a patratului.

Cazul 2. Dreapta d intersecteaza doud laturi alaturate ale patratului.

In rezultat, dreapta d formeaza cu cele doud laturi un triunghi dreptunghic. Notim lungimile
catetelor triunghiului dreptunghic cu x si y.

L Lo 1 2 . . . . . 2a? .
Aria triunghiului este SXy = a? (o treime din aria patratului), adicd xy = % Conform teoremei

lui Pitagora si inegalitatii dintre media geometrica si media patratica, lungimea ipotenuzei este

— [x2 — 7. [y =722

Deci, si in acest caz, lungimea segmentului format de dreapta d cu laturile patratului nu este mai

micd decat a.

In concluzie, suma lungimilor segmentelor este minima atunci cand dreptele sunt paralele cu o
latura a patratului si este egala cu a + a = 2a. Suma minima a perimetrelor celor trei figuri
geometrice in care este Tmpartit patratul este 4a + 2 - (2a) = 8a.

Prob. 11.2 Sa se determine toate completele de patru numere reale pozitive (x, y, z, t) care verifica
sistemul:
x+y+z+t=16,
{xyzt =xy+xz+xt+yz+yt+zt+ 160.

Solutie. Aplicdm inegalitatea mediilor pentru numerele reale pozitive x, y, z, t. Obtinem

4 = x-FyT-I-z-I-t > W’

adica xyzt < 256. Cazul de egalitate are loc atunci si numai atuncicand x =y =z =t = 4.
Aplicam inegalitatea mediilor pentru numerele reale pozitive xy, xz, xt, yz, yt, zt. Astfel obtinem
relatiile:

xyzt — 160 _xy+xz+xt+yz+yt+zt>

6 6 -
> $[xy - xz-xt-yz-yt-zt = (xyzt)? = \[xyzt,

echivalenta cu xyzt — 6W — 160 > 0. Cazul de egalitate are loc atunci si numai atunci cand
xy = xz = xt = yz = yt = zt, deci, lafel, daca sinumaidacax =y =z =t = 4.




Notand u = \/M > 0, obtinem u? — 6u — 160 = 0. Rezolvand inecuatia pentru u > 0,
obtinem u > 16, echivalent cu xyzt > 256.

Deci, avem 256 < xyzt < 256, ceea ce implicd xyzt = 256. Din cele mentionate mai sus,
aceasta egalitate are loc doar in cazul x = y = z = t = 4. Astfel, exista un singur complet de patru
numere reale pozitive (x,y,z,t) = (4,4,4,4), care verifica sistemul dat.

Prob. 11.3. Fie numerele reale pozitive a, b, c astfel incat abc = 8. Demonstrati ca
2 2 2
2+a+b 2+b+c 2+c+a

Solutie. Consideram numerele reale pozitive x, y, z astfel incat a = x3, b = y3, ¢ = z3. Atunci
xyz = Vabc = /8 = 2.
Deoarece (x — y)? = 0, avem
x2—xy+y?=xy.
Prin urmare,
x3+y3=(x+y)(x?—xy+y? = (x +y)xy.
Atunci

2 _ xXyz < xXyz _ z
2+a+b  xyz+x3+y3 T xyz+(x+y)xy  z+x+y’

Analog obtinem
2 2
<— <2
2+b+c z+x+y  2+4+a+c Z+x+y

Atunci

2+a+b 2+b+c 2+c+a T z+x+y Z+x+y Z+x+y -

2 2 2
<_Z x y

Prob. 11.4. Fie triunghiul ABC si un punct arbitrar D situat in interiorul laturii [BC]. Consideram
cercurile inscrise in triunghiurile ABD si respectiv ACD. Notam cu d tangenta comuna la aceste
cercuri, care este diferita de AD si BC. Dreapta d intersecteaza dreapta AD in punctul K.
Demonstrati ca lungimea segmentului [AK| nu depinde de pozitia punctului D pe latura [BC].

Solutie. Notam toate punctele de tangenta (vezi desenul). Atunci, conform teoremei
tangentelor, trasate dintr-un singur punct, avem
AG = AP, AH = AQ, KM = KP, KN = KQ,
DP =DE, DF =DQ, BG =BE, CH = CF.
De asemenea, MN = EF, ca segmente ale tangentelor comune la doua circumferinte fixate. Atunci
AK = AP — KP = AG — KM,
AK = AQ — KQ = AH — KN,
de unde obtinem
2AK = AG — KM + AH — KN = AG + AH — (KM + KN) =
= AG + AH — MN = AG + AH — EF = (AB — BG) + (AC — CH) — EF =
=AB + AC — (BG + CH + EF) = AB + AC — (BE + CF + EF) =
= AB + AC — BC.

Deci
AB+AC-BC
AK = —

si nu depinde de pozitia punctului D pe latura [BC].



B E D F C
Desenul pentru Problema 11.4.

Prob. 11.5. Fie sirul (x;,) 521,

3
xn=J6+V6+m+VE

n radicali
Aratati ca exista si calculati limita: lim 6™(2 — x,,).
n—-oo

Solutie. Avem
x, >V6>1 vn> 1.
Pe de alta parte,

3 3 3 3 3 3
X, = 6+\/6+---+ /6+3\/€< 6+\/6+---+ /6+§/§

n radicali n radicali

3 3 3 3
<\/6+\/6+---+3\/6+2 <\/6+ /6+---+i/§<---<i/§=2.

n—1 radicali n—1 radicali

Deci sirul (x,),>1 €ste marginit superior si inferior (1 < x,, < 2).
Vom arata ca sirul (x,,),>1, €Ste strict crescator, adicd x,,, > x,, Vn > 1.

3

3
X V6 +x 3|6+ x 316 1 3|6 1
n+1: n:\] n:\/—+—2> —+—:3V1:1 =4 xn+1>xn.

Xn : xf{ Xn X% Xn 23 22



Atunci, conform teoremei lui Weierstrass, exista limita
V6 < lim x,, < 2.

n—o00
Deoarece
Xn+1 = 3\/ 6 + xp,
x13‘;+1 =6+ Xn,
avem
0<2_xn+1_ 2% —xp 44 _ 8 —(6+xy) _
2—xp (2 = x,)(2% + 2x541 + x721+1) 2 —xp)(4+ 2x,44 + x721+1)
2 —x, 1 1 1

Q2= 20X FXEy) A 20 X2 <4+2'1+1 7

(deoarece x,, > 1). Consideram acum sirul (z,)ns1

zZp, = 6"(2—xy), z, > 0.
Atunci

Zngr = 6"(2 = xp4).
si

Zn+1 6(2 B xn+1) 6 6

2 Q=) "7 T <7
Astfel sirul (z,),»1 strict descrescator si este marginit inferior de 0. Prin urmare, conform
teoremei lui Weierstrass, exista limita lim z, = a = 0. Trecand la limita in inegalitatea

n—-oo

anterioara, obtinem
6

. . . a
£m<2n+1 —7Zn> =lm zy — 5 limz, =a—--a=-<0,
de unde rezultd a = 0. Prin urmare,
lim 6"(2 — x,) = lim z, = 0.
n—->oo

n—-oo



