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OLIMPIADA LA MATEMATICĂ 
etapa raională/municipală, 4 februarie 2023, Clasa a XII – a  

SOLUŢII 

12.1. Fie funcția 𝑓𝑓:ℝ → ℝ,𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥2)−
3
2.  Calculați valoarea numerică a ariei figurii mărginite de 

graficul funcției 𝑓𝑓, de tangenta la graficul funcției 𝑓𝑓 în punctul de abscisă 𝑥𝑥 = 0 și de dreapta 𝑥𝑥 = √3. 
Soluțíe. 

Deterinăm    𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −3𝑥𝑥(1 + 𝑥𝑥2)−
5
2, 𝑓𝑓′(0) = 0, 𝑓𝑓(0) = 1,  de unde obținem că 𝑦𝑦 = 1 este ecuația 

tangentei la graficul funcției 𝑓𝑓 în punctul de abscisă 𝑥𝑥 = 0. 

Observăm că 1

(1+𝑥𝑥2)
3
2
≤ 1,∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, iar „=” are loc doar pentru 𝑥𝑥 = 0. Atunci aria figurii mărginite de 

graficul funcției 𝑓𝑓, de tangenta la graficul funcției 𝑓𝑓 în punctul de abscisă 𝑥𝑥 = 0 și de dreapta 𝑥𝑥 = √3 este  
 

𝐴𝐴 = � �1 − (1 + 𝑥𝑥2)−
3
2�

√3

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = √3 − � (1 + 𝑥𝑥2)−
3
2

√3

 0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = 

= �
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡, 𝑥𝑥 ∈ �0;√3�, 𝑡𝑡 ∈ �0;

𝜋𝜋
3
�

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
1

cos2 𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑡𝑡

� = √3 − � cos3 𝑡𝑡

𝜋𝜋
3

 0

∙
1

cos2 𝑡𝑡
 𝑑𝑑𝑡𝑡 = √3 − � cos 𝑡𝑡

𝜋𝜋
3

 0

 𝑑𝑑𝑡𝑡 =

= √3 − sin 𝑡𝑡|0
𝜋𝜋
3 =

√3
2

 . 

Notă. Pentru calcularea integralei  ∫ (1 + 𝑥𝑥2)−
3
2

√3
 0 𝑑𝑑𝑥𝑥  poate fi aplicată substituția Euler √𝑥𝑥2 + 1 = 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡. 

12.2. Unghiurile plane de la vârful 𝑉𝑉 al piramidei 𝑉𝑉𝐴𝐴𝑉𝑉𝑉𝑉 sunt de 90°. Ariile fețelor 𝑉𝑉𝐴𝐴𝑉𝑉 și 𝑉𝑉𝐴𝐴𝑉𝑉 sunt egale 
cu 3 cm2 și respectiv 4 cm2. Unghiul diedru format de planele 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 și 𝐴𝐴𝑉𝑉𝑉𝑉 este de 30°. Determinați aria 
bazei 𝐴𝐴𝑉𝑉𝑉𝑉. 
Soluțíe. Considerăm punctul 𝑀𝑀 ∈ 𝑉𝑉𝑉𝑉, astfel încât 𝐴𝐴𝑀𝑀 ⊥ 𝑉𝑉𝑉𝑉. Atunci 𝑉𝑉𝑀𝑀 ⊥ 𝑉𝑉𝑉𝑉. 
𝐴𝐴𝑉𝑉 ⊥ (𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉) implică 𝐴𝐴𝑉𝑉 ⊥ 𝑉𝑉𝑀𝑀 și respectiv ∆𝐴𝐴𝑉𝑉𝑀𝑀 - dreptunghic în 𝑉𝑉. 
Conform datelor problemei  𝑚𝑚(∠𝑉𝑉𝑀𝑀𝐴𝐴) = 30°. Atunci  
 𝐴𝐴𝑀𝑀 = 2𝑉𝑉𝐴𝐴. 
Din datele problemei 𝒜𝒜𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 3 cm2 

⇔  𝑉𝑉𝐴𝐴 ∙ 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 6, 
  𝒜𝒜𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 4 cm2 ⇔  𝑉𝑉𝐴𝐴 ∙ 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 8.  

Atunci  

𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 𝑉𝑉𝑉𝑉2 + 𝑉𝑉𝑉𝑉2 = �
6
𝑉𝑉𝐴𝐴

�
2

+ �
8
𝑉𝑉𝐴𝐴

�
2

=
100
𝑉𝑉𝐴𝐴2

. 

𝒜𝒜𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉 ∙ 𝐴𝐴𝑀𝑀,  ceea ce implică  

𝒜𝒜𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
∙ 10
𝐴𝐴𝐴𝐴
∙ 2𝑉𝑉𝐴𝐴 = 10 (cm2).  

𝑀𝑀 
𝑉𝑉  

𝑉𝑉 

  𝑉𝑉 

𝐴𝐴 
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12.3. Determinați numerele complexe 𝑧𝑧,  pentru care |𝑧𝑧| = 2023 și |𝑧𝑧2023 + (𝑧𝑧̅)2023| = 20232023, unde 
𝑧𝑧̅ este conjugatul numărului 𝑧𝑧. 
 

Soluțíe. |𝑧𝑧| = 2023 implică  𝑧𝑧 = 2023(cos𝜑𝜑 + 𝑖𝑖 sin𝜑𝜑),  unde 𝜑𝜑 ∈ (−𝜋𝜋;  𝜋𝜋].   Atunci 
𝑧𝑧2023 = 20232023(cos(2023𝜑𝜑) + 𝑖𝑖 sin(2023𝜑𝜑)), (𝑧𝑧̅)2023 = 20232023(cos(2023𝜑𝜑) − 𝑖𝑖 sin(2023𝜑𝜑)). 

|𝑧𝑧2023 + (𝑧𝑧̅)2023| = 20232023 ⇔ |cos(2023𝜑𝜑)| =
1
2
⇔ 

⇔ �
𝜑𝜑 =

𝜋𝜋
6069

+
𝑘𝑘𝜋𝜋

2023
, 𝑘𝑘 ∈ {−2023,−2022, … , 2021, 2022}

𝜑𝜑 = −
𝜋𝜋

6069
+

𝑘𝑘𝜋𝜋
2023

,𝑘𝑘 ∈ {−2022,−2021 … , 2022, 2023}
. 

12.4. Fie funcția 𝑓𝑓: (1; +∞) → ℝ, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥+2
𝑥𝑥4+2𝑥𝑥3−𝑥𝑥2−2𝑥𝑥

. Fie 𝐹𝐹: (1; +∞) → ℝ primitiva funcției 𝑓𝑓, 

pentru care 𝐹𝐹(2) = ln 2
3

. Calculați  
lim
𝑛𝑛→+∞

(𝐹𝐹(2) + 𝐹𝐹(3) + ⋯+ 𝐹𝐹(𝑛𝑛)). 
Soluțíe.  
Putem scrie că  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥+2

𝑥𝑥4+2𝑥𝑥3−𝑥𝑥2−2𝑥𝑥
= 4𝑥𝑥+2

(𝑥𝑥2−𝑥𝑥)(𝑥𝑥2+3𝑥𝑥+2) = �𝑥𝑥2+3𝑥𝑥+2�−(𝑥𝑥2−𝑥𝑥)
(𝑥𝑥2−𝑥𝑥)(𝑥𝑥2+3𝑥𝑥+2) = 1

𝑥𝑥2−𝑥𝑥
− 1

𝑥𝑥2+3𝑥𝑥+2
.  

Atunci  𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ln 𝑥𝑥−1
𝑥𝑥
− ln 𝑥𝑥+1

𝑥𝑥+2
+ 𝑉𝑉. 𝐹𝐹(2) = ln 2

3
  implică 𝑉𝑉 = 0 și 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ln 𝑥𝑥−1

𝑥𝑥
− ln 𝑥𝑥+1

𝑥𝑥+2
. 

𝐹𝐹(2) + 𝐹𝐹(3) + ⋯+ 𝐹𝐹(𝑛𝑛) = 

= ln
1
2
− ln

3
4

+ ln
2
3
− ln

4
5

+ 

+ ln
3
4
− ln

5
6

+ ln
4
5
− ln

6
7

+ 

+ ln
5
6
− ln

7
8

+ ln
6
7
− ln

8
9

+ 
… … … … … … … … … … … … 

+ ln
𝑛𝑛 − 4
𝑛𝑛 − 3

− ln
𝑛𝑛 − 2
𝑛𝑛 − 1

+ ln
𝑛𝑛 − 3
𝑛𝑛 − 2

− ln
𝑛𝑛 − 1
𝑛𝑛

+ 

+ ln
𝑛𝑛 − 2
𝑛𝑛 − 1

− ln
𝑛𝑛

𝑛𝑛 + 1
+ ln

𝑛𝑛 − 1
𝑛𝑛

− ln
𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + 2

= 

= ln
1
2

+ ln
2
3
− ln

𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 1

− ln
𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + 2

 . 
 
Atunci  

lim
𝑛𝑛→+∞

(𝐹𝐹(2) + 𝐹𝐹(3) + ⋯+ 𝐹𝐹(𝑛𝑛)) = lim
𝑛𝑛→+∞

�ln
1
2

+ ln
2
3
− ln

𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 1

− ln
𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + 2

� = − ln 3. 
 
 
12.5. Determinați matricele 𝑋𝑋, pătratice de ordinul 2, elementele cărora sunt numere întregi și pentru care 

𝑋𝑋3 − 3𝑋𝑋2 = �−2 0
2 −4�. 

Soluțíe. Deoarece  
𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 = �−2 0

2 −4�𝑋𝑋,   𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 = 𝑋𝑋 �−2 0
2 −4�  implică  𝑋𝑋 �−2 0

2 −4� = �−2 0
2 −4�𝑋𝑋.  

Fie 𝑋𝑋 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ,𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ∈ ℤ. Atunci ultima egalitate este echivaletă cu 

�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� �

−2 0
2 −4� = �−2 0

2 −4� �
𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ⇔ �−2𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏 −4𝑏𝑏

−2𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑 −4𝑑𝑑� = � −2𝑎𝑎 −2𝑏𝑏
2𝑎𝑎 − 4𝑐𝑐 2𝑏𝑏 − 4𝑑𝑑� ⇔ 
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⇔ � 𝑏𝑏 = 0
𝑑𝑑 = 𝑎𝑎 − 𝑐𝑐, ceea ce implică 𝑋𝑋 = �𝑎𝑎 0

𝑐𝑐 𝑎𝑎 − 𝑐𝑐�. 

Atunci 𝑋𝑋2 = � 𝑎𝑎2 0
2𝑎𝑎𝑐𝑐 − 𝑐𝑐2 (𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)2� ,𝑋𝑋3 = � 𝑎𝑎3 0

3𝑎𝑎2𝑐𝑐 − 3𝑎𝑎𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐3 (𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)3�. 

𝑋𝑋3 − 3𝑋𝑋2 = �−2 0
2 −4� ⇔ 

⇔ � 𝑎𝑎3 − 3𝑎𝑎2 0
3𝑎𝑎2𝑐𝑐 − 3𝑎𝑎𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐3 − 6𝑎𝑎𝑐𝑐 + 3𝑐𝑐2 (𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)3 − 3(𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)2� = �−2 0

2 −4�  ⇔  

⇔ �
𝑎𝑎2(𝑎𝑎 − 3) = −2

(𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)2(𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 − 3) = −4
3𝑎𝑎2𝑐𝑐 − 3𝑎𝑎𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐3 − 6𝑎𝑎𝑐𝑐 + 3𝑐𝑐2 = 2

⇔ 

⇔ �
𝑎𝑎 = 1
�𝑐𝑐 = −1
𝑐𝑐 = 2

3𝑎𝑎2𝑐𝑐 − 3𝑎𝑎𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐3 − 6𝑎𝑎𝑐𝑐 + 3𝑐𝑐2 = 2

⇔ �
� 𝑎𝑎 = 1
𝑐𝑐 = −1
�𝑎𝑎 = 1
𝑐𝑐 = 2

. 

Am obținut că   𝑋𝑋 = � 1 0
−1 2�   sau  𝑋𝑋 = �1 0

2 −  1�.  
 


