OLIMPIADA LA MATEMATICA
etapa raionald/municipala, 4 februarie 2023, Clasa a VII-a
Solutii

1
V7 —+/48

W

7.1. Rotunjiti pana la intreg numarul a =

Solutie:

Observam ci 7 — V48 = 7 — 4v3 = (2 —v3)". Astfel, /7 — /48 = /(2—@)2 =12-v3|=
2 —3.

2 - o~ 1
In acest caz, numarul a capata forma a =

2-V3
2 +/3 < 3,8. Astfel, obtinem ci valoarea rotunjitd pana la intreg a numarului a este 4.

=2++/3.Cum 1,7 <+/3 < 1,8, obtinem 3,7 < a =

Raspuns: 4.

7.2. Se considerd unghiul AOB cu misura de 90°. Prin punctul O se duce dreapta MN, astfel incat
punctul M apartine exteriorului unghiului AOB, iar punctul N apartine interiorului acestuia. Dacad [OF
este bisectoarea unghiului AON, iar [OF este bisectoarea unghiului MOB, determinati masura unghiului
EOF.

Solutie:

Notim m(£AON) = (2x)°. Conform datelor problemei obtinem
m(£«NOB) = 90" — (2x)°, iar m(«BOM) = 180" — m(«NOB) =
90° + (2x)°. Deoarece [OE si [OF sunt bisectoarele unghiurilor
AON si respectiv, MOB, obtinem m(£EON) = x" si m(«BOF) =
45° + x°. Astfel, m(ZEOF) = m(<EON) + m(«NOB) +
m(£BOF) = x" +90° — (2x)" + 45" + x" = 135".

Rispuns: m(2EOF) = 135'.

7.3. Pentru orice numar natural n definim numerele a =4n+2, b=4n+3, c=8n+7.

[a, b] + [b, c]
3

(Aici, prin [x, y] se noteaza cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale x si y)

Demonstrati cd numarul este un patrat perfect.

Demonstratie:

Observam ca numerele a = 4n + 2 si b = 4n + 3 sunt numere naturale consecutive. Astfel, obtinem
ca numerele a si b sunt prime intre ele, adica (a, b) = 1, unde (a, b) reprezinta cel mai mare divizor
comun al numerelor a si b. Vom demonstra c¢a (b,c) = 1. Fie (b,c) =d. Cum (4n+3):id si
(8n+7) i d, obtinem (8n+ 7 — 2(4n + 3)) i d. Deci, 1 : d. Astfel, d = (b,c) = 1.

Deoarece a - b = [a,b] - (a,b) si (a,b) = 1 rezultica [a,b] =a-b.

Analog obtinem ca [b,c] = b - c.



Astfel, avem:
[a,b] + [b, c] B a-b+b-c_b-(a+c) B (n+3)4n+2+8n+7) B (4n+3)(12n+9)
3 B 3 B 3 B 3 B 3
= (4n+3)(4n + 3) = (4n + 3)2.

7.4. Fie secventa de numere 2,5,8,11, ...,92,95 (fiecare doi termeni vecini au modulul diferentei
egal cu 3). Mihai ia la intamplare 18 numere din aceastd secventa. Aratati ca printre numerele luate
de Mihai, oricand exista cel putin doua numere care au suma egala cu 100.

Demonstratie:

Observam ca in secventa datd contine 32 de numere. Totodata, in secventa 2,5,8,11, ...,92,95
existd  urmatoarele  perechi de numere care au suma egalda cu  100:
{5;95},{8;95},{11; 89}, ...,{47; 53}, in total 15 perechi de numere. Mentionam ca in secventa
datd de numere, existd doar un singur numar egal cu 50, si nu existd nici un numar in aceasta
secventd care adunat cu 2 sa dea suma 100. Aranjam secventa de numere in urmatoarele 17
submultimi: {2}, {50}, {5; 95}, {8; 95}, {11; 89}, ..., {47; 53}. Oricum ar alege Mihai 18 numere din
cele 17 submultimi, doud dintre acestea, conform principiului Dirichlet (principiul cutiei), apartin
aceleasi submultimi. Astfel, acest doud numere este egala cu 100.

7.5. Determinati suma tuturor numerelor de forma abc, cifrele carora verifica egalitatile:

b+¢ B a+c B a+b
al+ab+ac bE+ab+bc c2+ac+bec

Solutie:

Conform proprietatii sirurilor de rapoarte egale avem:
b+c a+c a+b

a2+ab+ac:b2+ab+bc:cz+ac+bc
b+c)+(a+c)+(a+b)

:(az+ab+ac)+(b2+ab+bc)+(cz+ac+bc)
2(a+b+c) 2(a+b+c) 2

=a(a+b+c)+b(b+a+c)+c(c+a+b)=(a+b+c)(a+b+c)=a+b+c'

Astfel,
b+c a+c a+b 2

a(a+b+c)=b(b+a+c)=c(c+a+b)=a+b+c'

Sau
b+c a+c a+b
= = =2
a b c

Din ultima relatie scrisa, obtinem b + ¢ = 2a, a+c = 2b si a + b = 2c. Deoarece b + ¢ = 2a
si a+c=2b, obtinem a=hb. Cum a+ b = 2c, obtinem a = c. Astfel, numerele abc care
verifica relatia de proportionalitate din enunt au forma aaa, cu a # 0 si reprezintd numerele 111,
222, ...,999.

In rezultat, suma celor 9 numere este 111 + 2224333 +--4999 =111 (1 + 2+ 3 + - +
9) =111-9-5 = 4995.

Raspuns: 4995



