OLIMPIADA LA MATEMATICA
etapa raionala/municipala, 4 februarie 2023, Clasa a VIII — a
SOLUTII

8.1. Numerele reale pozitive x si y verifica egalitatea 2vx + ,/y = y/(x + 1)(y + 4). Calculati valoarea
numerica a expresiei

E(ty) = 2 ( 15 15 )674
x,y)= 2-

y xy—1 xy+1
Rezolvare. Avem x > 0, y > 0 . Pentru astfel de valori ale necunoscutelor obtinem

2+ 7 =VGIDOTH o @F+H) =(ErDo+n) o

4x+4\/§\/§+y:(x+1)(y+4) = 4x+4\/x—y+y=xy+4x+y+4 =
y—4fry+4=0 o (Joy-2)=0 o [iy-2=0 o Jiy=2 o xy=4.

Cum xy = 4, atunci pentru expresia E (x, y) obtinem urmatoarele calcule:

15 15 )674_ ( 15 15 )674_

E(x, =2.( -
.7 xy—1+xy+1

4—1+ 4+1
2-(543)674 = 28674 = 2. (23)674 = . 22022 — 2023

Raspuns: E(x,y) = 220283,

8.2. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(£BAC) = 90° si AC = 15 cm. Punctul D este situat in
exteriorul triunghiului ABC astfel, incat dreapta AD intersecteaza ipotenuza BC in punctul E, iar
triunghiul ADB este dreptunghic cu m(<ADB) = 90° AD =16 cm, BD = 12 cm. Aflati aria
triunghiului ABE.

Rezolvare. Fie m (£ABC) = a, iar m (£ACB) = 90° — « (vezi figura). Conform teoremei Pitagora din
triunghiurile dreptunghice ADB si ABC succesiv obtinem relatiile:

c
AB =+JAD? + BD? = /122 4+ 162 = 400 = 20 (cm), T\

BC =+ AC? + AB2 = /152 +202 = V625 = 25 (cm). |

Ym

12 16 20 _ 4 U o .
Cum —==—=—=-=0,8, rezulta ca triunghiurile ADB si

15 20 25 5 ’ l/
BAC sunt asemenea. Din aceasta asemanare obtinem egalitatile: A

m (LABC) = m (.BAD) = m (.BAE) = a = m (LABE),
m (LACB) = m (LACE) = 90° — a = m (2CAE).
Rezulta ca triunghiurile ABE si ACE sunt isoscele cu AE = CE = BE, adica punctul E este mijlocul

ipotenuzei BC. Mediana AE imparte triunghiul ABC in doua triunghiuri ABE si ACE cu arii egale. Astfel,

1 1 1
A(AABE) = 5+ A(AABC) = 7+ AB - AC = 72015 =75 (cm?).



Rispuns: A(AABE) = 75 cm?.

8.3. Numerele intregi a si b satisfac inegalitatea |a + b| > |1+ a-b|. Ardtati ca numarul
119 + a - b divide numarul 2023. (Aici prin |x| se noteaza modulul numarului real x).

Rezolvare. Fie a,b € Z. Cum | x | =0 si (| x |)? = x2, atunci pentru inegalitatea strictd din enunt sunt juste
urmatoarele transformari echivalente:

la+b|>|1+a-b| & (a+b)?>1+a-b)? & a?+2ab+b?>>1+2ab+a?h? &
{a2<1
b?>1

. 1
{a2>1 @
b? <1

a’h?—a?>-b?>+1<0 & (@-1)-b*-1)<0 &

Cum a,b € Z, atunci din (1) rezultd ca a =0, |b| > 1 sau b = 0, |a| > 1, adica in ambele cazuri a-b = 0.
Deoarece 2023 = 7+ 172 = 119 - 17, obtinem cd numirul 119 + a - b = 119 divide numirul 2023.

8.4. Demonstrati ca pentru orice numere naturale x,y (x = 3,y > 3) are loc inegalitatea

x%y? — 144xy + 432(x +y) = 1296
Rezolvare. Fie x,y € N, x > 3, y = 3. Inecuatia data este echivalentd cu urmatoarele:

x2y? —144xy + 432(x + y) = 1296 < x%y? —144xy +432(x +y)— 1296 =20 <
x2y?—144-(xy—3x—3y+9) 20 & x%y?2>144-(x—-3)-(y-3). ()
Pe de alta parte, pentru orice t = 3 avem
t2>12(t-3)>20 & t?>212t—-36 © t?-12t+36>0 < (t—6)>=>0. (2)
Scriem inecuatia (2) pentru t = x > 3sipentrut =y > 3
x2>12(x—-3)=0, y*>12(y—3) =0.

Inmultind aceste inegalititi parte cu parte, obtinem inegalitatea din (1), care este echivalenti cu cea
initiala.

8.5. Un calculator poate efectua asupra oricarui numar rational r oricare dintre urmatoarele patru operatii:
r—1

2r, =, 3r+1 sau —.
2 3

a) Ardtati ca, pornind de la numarul natural 2023, pot fi efectuate consecutiv cel mult noua operatii dintre
cele mentionate, astfel incat rezultatul final sa fie egal cu 1.
b) Aratati ca, pornind de la oricare numar Intreg n, pot fi efectuate cel mult sase operatii dintre cele
mentionate, astfel incét rezultatul final sa fieegalcun — 1.

Rezolvare. a) Vom arata ca exista o succesiune de noud operatii dintre cele mentionate doar de tipul g

si r;—l, care permit, pornind de la numarul natural 2023, sa obtinem rezultatul 1:



2023 2023 -1 2022 674 674 337 337 -1 336 112
N = = - —_—= - = = e d
3 3 2 3 3
112 56 56 28 28 14 14 7 7—1 6 5 2 1
—_— - — = - —= - —= - — === - = = .
2 2 2 2 3 3 2

b) O succesiune de sase operatii, care, pornind de la numarul intreg n, conduce la numarul n — 1, arata
astfel (se utilizeaz toate cele patru tipuri de operatii 2r, 7, 3r + 1, %1) si aratd astfel:

3n + 1 3n+1 3n 1 1<3n+1> 3n+1

- - =— 4= - ——+=)=—+- -

n n 2 2 72 2\2 72 R

1r/3n 1 n 1 n-—-1 n—-1 n-1 n—1
G5 - s e
31\ 4 4 4 4 4 4 2



