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OLIMPIADA LA MATEMATICĂ 

etapa raională/municipală, 4 februarie 2023, Clasa a VIII – a  

SOLUŢII 

8.1. Numerele reale pozitive 𝑥 și 𝑦 verifică egalitatea 2√𝑥 + √𝑦 = √(𝑥 + 1)(𝑦 + 4). Calculați valoarea 

numerică a expresiei  

𝐸(𝑥, 𝑦) =  2 ∙ (
15

𝑥𝑦 − 1
+

15

𝑥𝑦 + 1
)

674

. 

Rezolvare. Avem  𝑥 > 0, 𝑦 > 0  . Pentru astfel de valori ale necunoscutelor obținem 

2√𝑥 + √𝑦 = √(𝑥 + 1)(𝑦 + 4)     ⟺     (2√𝑥 + √𝑦)
2

= (√(𝑥 + 1)(𝑦 + 4))
2 

  ⟺  

4𝑥 + 4√𝑥√𝑦 + 𝑦 = (𝑥 + 1)(𝑦 + 4)     ⟺     4𝑥 + 4√𝑥𝑦 + 𝑦 = 𝑥𝑦 + 4𝑥 + 𝑦 + 4   ⟺           

𝑥𝑦 − 4√𝑥𝑦 + 4 = 0    ⟺     (√𝑥𝑦 − 2)
2

= 0    ⟺     √𝑥𝑦  − 2 = 0   ⟺  √𝑥𝑦 = 2   ⟺    𝑥𝑦 = 4 . 

Cum 𝑥𝑦 = 4, atunci pentru  expresia 𝐸(𝑥, 𝑦) obținem următoarele calcule: 

𝐸(𝑥, 𝑦) = 2 ∙ (
15

𝑥𝑦 − 1
+ 

15

𝑥𝑦 + 1
)

674

= 2 ∙ (
15

4 − 1
+  

15

4 + 1
)

674

= 

2 ∙ (5 + 3)674 = 2 ∙ 8674 = 2 ∙ (23)674 = 2 ∙ 22022 = 22023. 

Răspuns:  𝐸(𝑥, 𝑦) = 22023.  

 

8.2. Fie triunghiul dreptunghic 𝐴𝐵𝐶 cu 𝑚(∠𝐵𝐴𝐶) = 900 și 𝐴𝐶 = 15  cm . Punctul 𝐷 este situat în 

exteriorul triunghiului 𝐴𝐵𝐶 astfel, încât dreapta 𝐴𝐷 intersectează ipotenuza 𝐵𝐶 în punctul 𝐸, iar 

triunghiul 𝐴𝐷𝐵 este dreptunghic cu 𝑚(∠𝐴𝐷𝐵) = 900, 𝐴𝐷 = 16  cm, 𝐵𝐷 = 12 cm . Aflați aria 

triunghiului 𝐴𝐵𝐸. 

Rezolvare. Fie 𝑚 (∠𝐴𝐵𝐶) = 𝛼, iar 𝑚 (∠𝐴𝐶𝐵) = 900 − 𝛼 (vezi figura). Conform teoremei Pitagora din 

triunghiurile dreptunghice ADB și ABC succesiv obținem  relațiile:  

𝐴𝐵 = √𝐴𝐷2 + 𝐵𝐷2  =   √122 + 162  =   √400  =   20  (cm) , 

𝐵𝐶 = √𝐴𝐶2 + 𝐴𝐵2  =   √152 + 202  =   √625  =   25  (cm) . 

 Cum 
12

15
=

16

20
=

20

25
=

4

5
= 0,8 ,  rezultă că triunghiurile ADB și 

BAC sunt asemenea.  Din această asemănare obținem egalitățile: 

𝑚 (∠𝐴𝐵𝐶) = 𝑚 (∠𝐵𝐴𝐷) = 𝑚 (∠𝐵𝐴𝐸) = 𝛼 = 𝑚 (∠𝐴𝐵𝐸),    

𝑚 (∠𝐴𝐶𝐵) = 𝑚 (∠𝐴𝐶𝐸) = 900 − 𝛼 = 𝑚 (∠𝐶𝐴𝐸). 

Rezultă că triunghiurile ABE și ACE sunt isoscele cu 𝐴𝐸 = 𝐶𝐸 = 𝐵𝐸, adică punctul 𝐸 este mijlocul 

ipotenuzei 𝐵𝐶. Mediana 𝐴𝐸 împarte triunghiul ABC în două triunghiuri ABE și ACE cu arii egale. Astfel, 

𝐴(Δ𝐴𝐵𝐸) =
1

2
∙ 𝐴(Δ𝐴𝐵𝐶) =  

1

4
∙ 𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝐶 =

1

4
∙ 20 ∙ 15 = 75  (cm2). 
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Răspuns: 𝐴(Δ𝐴𝐵𝐸) = 75 cm2.    

8.3. Numerele întregi 𝑎 și 𝑏 satisfac inegalitatea  |𝑎 + 𝑏| > |1 + 𝑎 ∙ 𝑏|. Arătați că numărul 

119 + 𝑎 ∙ 𝑏  divide numărul 2023. (Aici prin |𝑥| se notează modulul numărului real 𝑥). 

Rezolvare. Fie 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍. Cum | 𝑥 |  ≥ 0 și (| 𝑥 |)2 = 𝑥2, atunci pentru inegalitatea strictă din enunț sunt juste 

următoarele transformări echivalente: 

|𝑎 + 𝑏| > |1 + 𝑎 ∙ 𝑏|   ⟺   (𝑎 + 𝑏)2 > (1 + 𝑎 ∙ 𝑏)2   ⟺    𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 > 1 + 2𝑎𝑏 + 𝑎2𝑏2  ⟺ 

𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 1 < 0    ⟺     (𝑎2 − 1) ∙ (𝑏2 − 1) < 0   ⟺     [
{𝑎2 < 1
𝑏2 > 1

{𝑎2 > 1
𝑏2 < 1

 .                   (1)   

Cum 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍, atunci din (1) rezultă că 𝑎 = 0, |𝑏| > 1 sau 𝑏 = 0, |𝑎| > 1, adică în ambele cazuri 𝑎 ∙ 𝑏 = 0 . 

Deoarece 2023 = 7 ∙ 172 = 119 ∙ 17, obținem că numărul 119 + 𝑎 ∙ 𝑏 = 119 divide numărul 2023.  

 

8.4. Demonstrați că pentru orice numere naturale 𝑥, 𝑦 (𝑥 ≥ 3, 𝑦 ≥ 3) are loc inegalitatea 

𝑥2𝑦2 − 144𝑥𝑦 + 432(𝑥 + 𝑦) ≥ 1296 . 
Rezolvare. Fie 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁, 𝑥 ≥ 3, 𝑦 ≥ 3 . Inecuația data este echivalentă cu următoarele: 

𝑥2𝑦2 − 144𝑥𝑦 + 432(𝑥 + 𝑦) ≥ 1296  ⟺    𝑥2𝑦2 − 144𝑥𝑦 + 432(𝑥 + 𝑦) − 1296 ≥ 0   ⟺  

𝑥2𝑦2 − 144 ∙ (𝑥𝑦 − 3𝑥 − 3𝑦 + 9)  ≥ 0   ⟺     𝑥2𝑦2 ≥ 144 ∙ (𝑥 − 3) ∙ (𝑦 − 3).        (1) 

Pe de altă parte, pentru orice 𝑡 ≥ 3 avem 

𝑡2 ≥ 12(𝑡 − 3) ≥ 0   ⟺    𝑡2 ≥ 12𝑡 − 36  ⟺      𝑡2 − 12𝑡 + 36 ≥ 0 ⟺     (𝑡 − 6)2 ≥ 0.     (2) 

Scriem inecuația (2) pentru 𝑡 = 𝑥 ≥ 3 și pentru 𝑡 = 𝑦 ≥ 3 

𝑥2 ≥ 12(𝑥 − 3) ≥ 0,    𝑦2 ≥ 12(𝑦 − 3) ≥ 0. 

Înmulțind aceste inegalități parte cu parte, obținem inegalitatea din (1), care este echivalentă cu cea 

inițială. 

 

8.5. Un calculator poate efectua asupra oricărui număr rațional 𝑟 oricare dintre următoarele patru operații: 

2𝑟,
𝑟

2
 , 3𝑟 + 1  sau  

𝑟−1

3
. 

a) Arătați că, pornind de la numărul natural 2023, pot fi efectuate consecutiv cel mult nouă operații dintre 

cele menționate, astfel încât rezultatul final să fie egal cu 1. 

b) Arătați că, pornind de la oricare număr întreg 𝑛, pot fi efectuate cel mult șase operații dintre cele 

menționate, astfel încât rezultatul final să fie egal cu 𝑛 − 1 . 

Rezolvare. a) Vom arăta că există o succesiune de nouă operații dintre cele menționate doar de tipul  
𝑟

2
  

și  
𝑟−1

3
, care permit, pornind de la numărul natural 2023, să obținem rezultatul 1: 
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2023  →   
2023 − 1

3
=

2022

3
= 674  →    

674

2
= 337  →    

337 − 1

3
=

336

3
= 112  →    

 

112

2
= 56  →   

56

2
= 28  →    

28

2
= 14  →    

14

2
= 7  →    

7 − 1

3
=

6

3
= 2 →    

2

2
 = 1 . 

b) O succesiune de șase operații, care, pornind de la numărul întreg 𝑛, conduce la numărul 𝑛 − 1, arată 

astfel (se utilizează toate cele patru tipuri de operații 2𝑟,
𝑟

2
, 3𝑟 + 1,

𝑟−1

3
) și arată astfel: 

𝑛  →   3𝑛 + 1  →    
3𝑛 + 1

2
=

3𝑛

2
+

1

2
  →    

1

2
(

3𝑛

2
+

1

2
 ) =  

3𝑛

4
+

1

4
 →    

1

3
[(

3𝑛

4
+

1

4
 ) − 1] =

𝑛

4
−

1

4
=

𝑛 − 1

4
    →     2 ∙

𝑛 − 1

4
=

𝑛 − 1

2
    →    2 ∙

𝑛 − 1

2
= 𝑛 − 1 . 

 


