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ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

районный/муниципальный тур, 4 февраля 2023 года, IX класс 

 

СХЕМА ПРОВЕРКИ ТЕСТА 

Примечание. Правильное решение каждой задачи оценивается в 7 баллов. 

 

9.1. Определить все функции первой степени   𝑓: 𝑅 → 𝑅, удовлетворяющие соотношению 
1

20
∙ 𝑓(𝑥) −

1

23
∙ 𝑓(𝑥 − 1) = 3𝑥 + 26. 

Решение со схемой распределения баллов 
Шаг Этапы решения Количество 

баллов 

1. 
Явно напиcaно функция первой степени  𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑅, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏,   𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,
a ≠ 0 

1 балл 

2. Написано равенство   
1

20
∙ (𝑎𝑥 + 𝑏) −

1

23
∙ [𝑎(𝑥 − 1) + 𝑏] = 3𝑥 + 26 1 балл 

3. Получено равенство  (
3𝑎

460
− 3) ∙ 𝑥 + (

𝑎

23
+

3𝑏

460
− 26) = 0,    ∀𝑥 ∈ R. 1 балл 

4. Для 𝑥 = 0 из последнего равенства получаем  
𝑎

23
+

3𝑏

460
− 26 = 0 1 балл 

5. Получены отношения:   
3𝑎

460
= 3  и  

𝑎

23
+

3𝑏

460
= 26 1 балл 

6. Находит значения: 𝑎 = 460 și 𝑏 = 920 1 балл 

7. 
Находит функцию: 𝑓(𝑥) = 460𝑥 + 920 и проверяет, что она удовлетворяет 

отношению из условия задачи. 
1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

Примечание. Если аргументировано показаны  эквивалентности  
1

20
∙ 𝑓(x) −

1

23
∙ 𝑓(𝑥 − 1) = 3𝑥 + 26 ⇔ (

3𝑎

460
− 3) ∙ 𝑥 + (

𝑎

23
+
3𝑏

460
− 26) = 0,

∀𝑥 ∈ R  ⇔  {
𝑎 = 460,
𝑏 = 920

 

и что из этого следует существование единственной функции первой степени 𝑓, 
𝑓(𝑥) = 460𝑥 + 920, то дается 7 б. (в этом случае проверка не требуется). 
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9.2. Пусть   𝑀𝑁𝑃𝑄 – трапеция  с   𝑀𝑁 ∥ 𝑃𝑄, 𝑀𝑁 > 𝑃𝑄. Окружность, проходящая через вершины 

P и Q, касается основания MN в точке B, пересекает боковые стороны MQ и NP в точках A и C 

соответственно так, что мера угла PBQ равна 500, а углы MNP и MQB равны. Найдите градусную 

меру угла ABC. 

Решение со схемой распределения баллов. Решение I. 
Шаг Этапы решения Количеств

о баллов 

1. Вывод равенства 𝑚 ( 𝐵𝐶�̆�) = 𝑚 ( 𝐵𝐴�̆�). 1 балл 

2. Доказывает, что ∆𝐵𝑄𝑃 − равнобедренный и  𝑚 (∠ 𝐵𝑄𝑃) = 𝑚 (∠ 𝐵𝑃𝑄) = 650 1 балл 

3. Вывод равенства 𝑚 (∠ 𝐵𝐴𝑄) = 1150. 1 балл 

4. Доказывает, что  𝑚 (∠ 𝐶𝐵𝑄) = 𝑚 (∠ 𝐴𝑄𝐵).  2 баллa 

5. Доказывает, что  𝑚 (∠ 𝐴𝐵𝐶) = 𝑚 (∠ 𝐴𝐵𝑄) + 𝑚 (∠ 𝐴𝑄𝐵). 1 балл 

6. Вывод равенства  𝑚(∠ 𝐴𝐵𝐶) = 650. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Решение со схемой распределения баллов. Решение II. 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. Вывод равенства 𝑚 (∠ 𝑀𝐵𝐴) = 𝑚 (∠ 𝐵𝑄𝐴) =
1

2
∙ 𝑚 ( 𝐵�̆�). 1 балл 

2. Вывод равенства  𝑚 (∠ 𝑀𝐵𝐴) = 𝑚 (∠ 𝐵𝑁𝑃) 1 балл 

3. Доказательство параллельности прямых BA и CP.  1 балл 

4. 
Доказательство, что четырехугольник ABCP есть вписанная равнобедренная 

трапеция. 
1 балл 

5. Доказательство равенства   𝑚 (∠ 𝐵𝑄𝑃) = 𝑚 (∠ 𝐵𝑃𝑄).  1 балл 

6. Доказательство, что 2𝑚 (∠ 𝐴𝐵𝐶) = 1300. 1 балл 

7. Доказательство, что  𝑚(∠ 𝐴𝐵𝐶) = 650. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

 

9.3. Найдите все тройки ненулевых натуральных чисел (𝑛, 𝑎, 𝑏),  которые одновременно 

удовлетворяют следующим условиям: 

1)   𝑎 − 𝑏 = 10;       2)   𝑎 ∙ 𝑏 = 99 .  .  .  99 ⏟      
𝑛 цифр 

 . 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. Получает равенство (𝑏 + 5)2 = 10𝑛 + 24 1 балл 

2. Получает отношение (𝑏 + 5)2 = 23 ∙ (2𝑛−3 ∙ 5𝑛 + 3) 1 балл 

3. 
Доказательство факта, что 23 ∙ (2𝑛−3 ∙ 5𝑛 + 3)  не является точным квадратом 

для 𝑛 ≥ 4, 𝑛 ∈ 𝑁. 
1 балл 

4. Для  𝑛 = 1  имеет  (𝑏 + 5)2 = 34 ⇔ 𝑏 = √34 – 5 ∉𝑁∗. 1 балл 

5. Для  𝑛 = 2  имеет  (𝑏 + 5)2 = 124 ⇔ 𝑏 = 2√31 – 5 ∉𝑁∗. 1 балл 

6. Анализ случая  𝑛 = 3 и получение значений   𝑎 = 37, 𝑏 = 27. 1 балл 

7. 
Проверяет, что пара (𝑎, 𝑏) = (37, 27)  является единственной парой 

натуральных чисел, удовлетворяющей условиям задачи, для  𝑛 = 3. 
1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 
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9.4. Докажите, что     
1

22 
+

1

32 
+

1

42 
+⋯+

1

𝑛2 
<

9

13
   для любого   𝑛 ∈ 𝑁∗,   𝑛 ≥ 2 . 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. Для использования отношений     
1

𝑛2
<

1

(𝑛−1)𝑛
, ∀ 𝑛 ∈ 𝑁∗     1 балл 

2. 
Запись отношения: 

1

22 
+

1

32 
+

1

42 
+

1

52 
+

1

62 
+

1

72 
+⋯+

1

𝑛2 
< 

<
1

4
+
1

9
+

1

16
+

1

4∙5
+

1

5∙6
+

1

6∙7
+⋯+

1

(𝑛−1)𝑛
= 𝐴𝑛. 

2 баллa 

3. Получает   𝐴𝑛 =
1

4
+
1

9
+

1

16
+
1

4
−
1

5
+
1

5
−
1

6
+
1

6
−
1

7
+⋯+

1

𝑛−1
−
1

𝑛
    1 балл 

4. Получает   𝐴𝑛 =
1

4
+
1

9
+

1

16
+
1

4
−
1

𝑛
 1 балл 

5. Получает   𝐴𝑛 = 
97

144
−
1

𝑛
   1 балл 

6. Доказывает неравенство  𝐴𝑛 = 
97

144
−
1

𝑛
  <

9

13
,   ∀ 𝑛 ∈ 𝑁∗, 𝑛 ≥ 2. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

 

9.5. Определить все ненулевые натуральные числа 𝑛, для которых уравнение  𝑥 ∙ [
1

𝑥
] +

1

𝑥
∙ [𝑥] =

𝑛

𝑛+1
   

имеет точно 22023 различных положительных решения. (Здесь [𝑥] обозначает целую часть числа 

𝑥). 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. 
Доказательство, что 𝑥 = 1 не является решением уравнения ни для одного 

значения  𝑛 ∈ 𝑁∗. 
1 балл 

2. 

Показывает, что если 𝑥0 является решением уравнения, то 
1

𝑥0
  также является 

решением, и делает вывод, что задача сводится к нахождению 𝑛 ∈ 𝑁∗, для 

которых уравнение имеет  точно 22022  решений больше 1. 

1 балл 

3. Получает отношение   
[𝑥]

𝑥
=

𝑛

𝑛+1
 в случае   𝑥 > 1. 1 балл 

4. Записывает отношение  
[𝑥]

[𝑥]+{𝑥}
=

𝑛

𝑛+1
 1 балл 

5. Получает отношение   {𝑥} =
1

𝑛
∙ [𝑥], где  {𝑥}  означает дробная часть числа 𝑥. 1 балл 

6. 
Получение для  𝑛 ∈ 𝑁∗ множества {𝑥 = 𝑘 +

𝑘

𝑛
| k ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛 − 1} }  всех 

решений  𝑥, 𝑥 > 1, уравнения из условия задачи. 
1 балл 

7. Нахождение правильного ответа  𝑛 = 22022 + 1. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 


