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SOLUTII

9.1. Determinati toate functiile de gradul inti f:R — R, care verifica relatia
1 1

Solutie. Orice functie de gradul intdi f:R — R are forma f(x) =ax+ b, a,b €R, a # 0. Valorile
parametrilor a, b le determinam din enunt.
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Pentru x = 0, din ultima egalitate obtinem — + — = 26. Decl, (— - 3) - x=0 de unde obtinem
23 460 460
3a
o0 =
Rezulta
3a 3
460 a = 460, _
N R {b:920 =  f(x) = 460x + 920.
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Efectuam verificarea:

1 1 1 1
%f(x)—zf(x—l) =%(460x+920)—z-[460(x—1)+920] =

23x +46 —20x + 20 — 40 = 3x + 26.

Astfel, exista o singurd functie de gradul intdi f: R = R, f(x) = 460x 4+ 920 care verifica relatia din
enunt.

9.2. Fie trapezul MNPQ cu MN || PQ, MN > PQ. Un cerc, care trece prin varfurile P si Q, este tangent
la baza MN in punctul B, intersecteaza laturile laterale MQ si NP in punctele A si, respectiv C astfel, incat
misura unghiului PBQ este egald cu 50°, iar unghiurile MNP si MQB sunt congruente. Aflati misura in
grade a unghiului ABC.

Solutia I. Efectuam un desen adecvat enuntului (vezi Figura). Avem QP || MN =>m(BCP) =
= 65°.

180°-50°

m ( BAQ) = BP = BQ = ABQP — isoscel. Obtinem m (£BQP) = m (£BPQ) =

Cum patrulaterul ABPQ este inscriptibil, atunci obtinem
m (2BAQ) = 180° — 65° = 115°.

Cum patrulaterul BCPQ este inscriptibil, atunci obtinem

m (£CBQ) = 180° — m (.CPQ) = m (LMNP) =




=m («.MQB) = m (£AQB).
Atunci
m (£ABC) = m (LABQ) + m («CBQ) = m (¢ABQ) + m (£AQB) = 180° — m (.BAQ) =
= 180° — 115° = 65°.
Deci, m (2 ABC) = 65°.
Solutia II. Cum dreapta MN este tangenta la cerc (vezi Figura), atunci obtinem egalitatile

m (.MBA) = m (¢BQA) = % -m ( BA).

Deci, m («¢MBA) = m (.BNP).

Cum unghiurile MBA si BNP sunt corespondente referitor la dreptele BA si NP cu secanta BN, rezulta ca
dreptele BA si NP sunt paralele, fapt, care implica paralelismul dreptelor BA si CP. Patrulaterul ABCP
este un trapez inscriptibil, care este un trapez isoscel, adica AP = BC, m (£ABC) = m («BAP) =
m («BQP) , deoarece patrulaterul ABPQ este inscriptibil. Cum dreptele MN si PQ sunt paralele, atunci
obtinem relatiile

1, 1
m(ABQP)=§-(BCP)=E-(BAQ)=m(ABPQ).

Rezultd ca 2m (£ZABC) = 2 m («BQP) = m («.BQP) + m («BPQ) = 180° —m («PBQ) = 130°.
Astfel, m (« ABC) = 65°.

9.3. Aflati toate tripletele de numere naturale nenule (n, a, b), care satisfac simultan urmatoarele conditii

1) a—b=10; 2) a-b=99...99.
n cifre

Solutie. Presupunem ca numerele naturale nenule n, a si b satisfac conditiile 1) si 2) din enunt. Formam
sistemul de ecuatii:

a—b =10 a=b+10
a*hb=99...99 < {b-(b+10)=99...99

n n

& 1p2+10-b 25a—_1b+10 24 { a=Db+10
n
{ a=b+10 - { a=b+10
(b+5)?%2=2"-5"+23-3 (b+5)?%2=23-(2"3-5"+3) "

Din egalitatea (b + 5)? = 23 - (2"3 5™ + 3) rezultd cd daci n >4, n € N, atunci 2" 35" + 3 este
impar, de unde rezulti ci numarul 23 - (2773 - 5™ + 3) este divizibil cu 8, dar nu este divizivil cu 16,
deci, nu este patrat perfect. Cum acest numar este un patrat perfect, rezulta ca raman a fi studiate doar
cazurile n € {1, 2, 3}.Pentrun=1 avem (b+5)2 =34 & b =+/34 -5 ¢N*. Pentrun =2 avem
(b+5)2=124 b =+/124—-5=2v31-5 ¢N*. Pentru n =3 avem (b +5)? = 1024 = 322. In
acest caz obtinem unica pereche de numere naturale nenule care satisfac enuntul: a = 37, b = 27. Pentru
aceste numere avem a—b =10, a-b = 37-27 =999. Astfel, existd un singur triplet de numere
naturale care satisfac relatiile din enunt: n = 3,a = 37,b = 27.
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9.4. Demonstratici —+ —+—+ -+ —< — oricarearfin e N*, n > 2.
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Solutie. Estimdm suma data
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inegalitate adevarata pentru oricen € N, n > 2.

. . . 1 1
9.5. Determinati toate numerele naturale nenule n pentru care ecuatia x - H +- [x] = % are exact

22023 solutii pozitive distincte. (Aici prin [x] se noteaza partea intreagd a numarului real x).

Solutie. Pentru x =1 obtinem 1 - [ﬂ +%- [1]=1-141-1=2+# % oricare ar fi n € N*. Deci,

x = 1 nu este solutie a ecuatiei pentru nici un numar natural n € N*.

- . s . | .
De asemenea, daca x, este o solutie pozitiva a ecuatiei, atunci si o este solutie:

0
1 [1
T
X _
° |z

1 ..
Deoarece x > 1 & 0< - < 1, problema se reduce la gasirea numerelor naturale n € N*, pentru care

+%'[i]=i'[xo]+xo'[x—]=xo'[i + L] = =

X0 X0

X0

ecuatia are exact 22923: 2 = 22922 golutii mai mari decat 1.
. . . 1 : .1 . :
Fie x > 1 o solutie. Atunci, 0 <~ < 1si, deci, [;] = 0. Ecuatia se rescrie astfel:

n [x] n [x] n

Lt _— = =
n+1 x n+1 [x] +{x} n+1

O+1[]—
x 2 x=

(14 DIl = n(lx] + () & [ =n(x} o (=[],
unde {x} reprezinta partea fractionard a numarului x.
Notim [x] = k € N*. Atunci 0 < {x} <1 & 0 <§< 1 & kef{1,23,..,n—1}.
Deci, ecuatia are exact n — 1 solutii mai mari decat 1, si anume: x = k + S, cuk €{1,2,3,..,n— 1}

Asadar, conform cerintelor, n — 1 = 22922 adici n = 22922 4 1.

Prin urmare, pentru n = 22922 4 1 ecuatia initiala are exact 22923 solutii pozitive distincte.



