Olimpiada la matematica
etapa raionald/municipal, 7 februarie 2026, Clasa a VII-a

Solutii.

7.1. (a) Determinati toate perechile de numere reale pozitive (u,v) astfel incat

u=3v
12u — v? = 324

(b) Determinati toate perechile de numere intregi positive (p, q) astfel incat
p=3q
(75p)? = ¢”

Solutie. (a) Inlocuim 3v in a doua ecuatie in loc de variabila u si obtinem 36v = v2+4324.
Observam ca 324 = 182 si ca expresia noastra poate fi scrisi ca

v? —36v+324 =0 —2-v-18 +18% = (v — 18)* = 0.
Obtinem solutia unica v = 18 si u = 6. Raspuns: (u,v) = (6, 18).

(b) Inlocuim 3¢ in a doua ecuatie in loc de variabila p si obtinem

(75-3¢)* = ¢** = (¢°)*.

Folosind proprietatile operatiilor cu puteri, deducem egalitatea: 225¢ = ¢3. Deoarece ¢
este un numar pozitiv, putem imparti la stanga si la dreapta la ¢ si obtinem 225 = ¢%.
Prin urmare, ¢ = 15 si p = 45. Réaspuns: (p,q) = (15, 45).

7.2. Eva a realizat o scara cu 3 trepte folosind 18 chibrituri, '
asa cum se arata in imagine. De cate chibrituri are nevoie
pentru a face o scara cu 150 de trepte? ' )

Solutie. Observam ca o scara cu 3 trepte este formata din 1 4+ 2 + 3 + 3 chibrituri
orizontale si 1 + 2 4 3 4 3 chibrituri verticale. Pentru o scara cu 150 de trepte, vom avea
nevoie de 1 + 2+ --- + 150 + 150 chibrituri orizontale si acelasi numar de verticale. In
total vom avea nevoie de 2(1 4+ 243+ --- 4+ 150 + 150) chibrituri. Observam ca

2(1+24 344 150) = (1 + 150) + (2 + 149) + - - - + (150 + 1) = 151 - 150 = 22650.

Numarul de chibrituri necesare este 22650 + 300 = 22950.



7.3. La o serata, un magician ii cere unui participant sa se gdndeasca la un numar de trei
cifre abe, unde a, b si ¢ sunt cifre diferite de zero in sistemul zecimal, in aceasti ordine.
Apoi magicianul 1i cere acestui participant sa formeze numerele bea si cab, si sa spuna
suma lor: N = bca + cab. Daci i se spune valoarea lui N, magicianul poate ghici numarul
initial abc. Imagineaza-ti ca esti magician si determini, cu explicatie, numarul abe, daca

N =1074.

Solutie. Observam ca insumarea dupa valoarea pozitionala
(unitéti, zeci, sute) bea + cab, obtinem ca a + b, a +csi b+ c
pot avea numai valori:
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b+c=1{9,10}, a+c=1{6,7,16,17}, a+b={4,14}.

Sa analizam toate cazurile posibile:

eb+c=9sia+b=4,atunci a+c = 17. Solutie: (a,b,c) = (6,—2,11), care nu convine.
eb+c=9sia+b=14, atunci a + ¢ = 16. Nu exista solutie in numere intregi.
eb+c=10sia+b=4, atunci a + ¢ = 7. Nu exista solutie in numere intregi.
eb+c=10sia+ b= 14, atunci a + ¢ = 6. Solutie: (a,b,c) = (5,9,1).

Deci, numarul pe care magicianul trebuie sa-1 ghiceasca este 591.
Solutie alternativa. Adunam numerele abe, bea si cab pentru a obtine
abc 4+ 1074 = 111(a + b+ ¢).

Numarul necunoscut abe plus 1074 trebuie si fie divizibil cu 111. In plus,

1174 = 100 + 1074 < abc 4+ 1074 < 999 + 1074 = 2073.
Astfel, abc 4+ 1074 = 111 x {11,12,...,18} si exista 8 valori posibile pentru abc:

147, 258, 369, 480, 591, 702, 813, 924.

Verificand fiecare dintre ele, constatam ca numaérul dorit este 591.

Comentariu. Magicianul poate ghici intotdeauna numarul spectatorului, iar raspunsul
va fi intotdeauna unic (lipsit de ambiguitate). Deoarece abc + N este divizibil cu 111,
magicianul stie restul abe la impértirea la 111. De asemenea, folosind regula divizibilitatii
la 9, numerele abc, bea si cab au aceeasi sumé de cifre si, prin urmare, acelasi rest r la
impartirea la 9. Stiind ci N = bca+cab lasi un rest 2r la impértirea la 9, magicianul poate
calcula restul r la impartirea la abc. Astfel, folosind Teorema Chinezeasca a Resturilor,
el poate calcula restul ramas la impértirea lui abc la 999 si, prin urmare, poate executa
intotdeauna cu succes acest truc.

In particular, 1074 are acelasi rest ca 1 + 0+ 7+ 4 = 12 cand este impartit la 9, care
este egal cu 2r. Prin urmare, abc din aceastd problemi are un rest de » = 6 cand este
impartit la 9. Stiind cd abc lasd un rest de 6 cand este impartit la 9 si un rest de 36 cand
este impartit la 111, vedem ca singurul raspuns posibil este 591.



7.4. Fie dat un patrat ABCD. In interiorul patratului se ia un punct P, astfel incat
triunghiul C'PD sa fie echilateral. Fie @) punctul de intersectie a segmentelor AC' si PD.
Demonstrati ca triunghiul APQ este isoscel.

Solutie. Sa reprezentam printr-un desen conditiile problemei:

A B
P

D C

Triunghiul CPD este echilateral si m(ZPDC) = m(£LPCD) = m(£ZCPD) = 60°. Triun-
ghiul ACD este isoscel: AD = CD si m(£LADC) = 90°, m(£LDAC) = m(£LACD) = 45°.
Obtinem

m(£LADP) = m(LADC) —m(£ZPDC) = 90° — 60° = 30°.

Deoarece m(£DAC) = 45° si m(LADP) = 30°, obtinem ca
m(ZAQD) = 180° — 45° — 30° = 105° si  m(LAQP) = 180° — m(LAQD) = 75°.

Observam ca triunghiul AP D este isoscel, deoarece AD = PD. Fie x masura unghiurilor
congruente de la baza triunghiului: m(ZDAP) = m(LAPD) = x. Suma masurilor
unghiurilor din triunghiul ADP este 180°, ceea ce inseamna ca

m(LDAP) +m(LAPD) + m(LADP) = 2x + 30° = 180°.

Prin urmare, 2 = 75°. Inseamni ci m(ZAPQ) = m(ZAQP) = 75° , deci triunghiul APQ
este isoscel cu laturile congruente AP = AQ.

7.5. Un numar intreg pozitiv se numeste interesant, daca este produsul a exact doua
numere prime, nu neaparat distincte. De exemplu, 9 = 3-3 si 10 = 2-5 sunt doua numere
interesante consecutive. Care este cel mai mare numar posibil de numere interesante
consecutive? Argumentati raspunsul.

Solutie. Observam ca pot exista trei numere interesante consecutive, de exemplu:

33, 34,35 sau 85, 86, 87.

Vom demonstra ci acesta este numarul maxim posibil de numere interesante consecutive.
Sa presupunem ca existd patru numere interesante consecutive. Atunci unul dintre ele
trebuie sa fie divizibil cu 4. Acestea nu pot fi printre numerele 1,2,3,4,5,6,7. Atunci
numarul nostru divizibil cu 4 poate fi scris ca produs: 2 inmultit cu 2 si inmultit cu inca
un numar mai mare decat 1. Aceasta inseamna cd nu poate fi interesant. Prin urmare,
nu exista patru numere interesante consecutive.



