OLIMPIADA LA MATEMATICA
Etapa raionald/municipala, 7 februarie 2026, Clasa a IX-a

SOLUTII

9.1. Fie a, b si c trei numere reale, astfel incat graficul functiei

fiR—R, f(x)=3x%>+2(a+b+c)x+a?+b?+c? are cel putin un punct comun cu axa
absciselor. Determinati valoarea minima a sumei § = (a — 1)? + (b — 2)? + (c — 3)%.

Solutie.

Calculam

A

A'= Vi (a+b+c)*—3(a®+b*+c?) = —2a* — 2b* — 2¢* + 2ab + 2bc + 2ca.
Putem scrie A'= —(a — b)? — (b — ¢)? — (¢ — a)?. Observim ca A’< 0, dar deoarece graficul functiei
are cel putin un punct comun cu axa absciselor, rezulta ca
A'=0 © a=b=c=t teR

Obtinem

S=(@t—-1D2+({t—-2)*+(t—-3)2=3t2-12t+14=3(t—-2)?+2=2
Pentru t = 2, obtinem cea mai mica valoare a sumei § = 2.

Rdspuns: S = 2.

9.2. Fie AM - mediana unui triunghi ABC, iar N — un punct al laturii AC. Segmentul BN intersecteaza
mediana AM in punctul P, astfel incat [BP] = [AC]. Demonstrati ca [AN] = [NP].

Solutie.
Prin punctul B ducem o paralela la AC, care
intersecteaza dreapta AM intr-un punct D.

Atunci 4DBM = ZACM, 4BDM = ACAM.

ULU
Mai avem ca [BM] = [CM] (:; AACM = ADBM.

Din congruenta acestor triunghiuri rezulta ca
[BD] = [AC], dar [AC] = [BP], atunci triunghiul
BDP este isoscel, deci ABDP = £BPD.

Unghiurile BPD si APN sunt opuse la varf, deci sunt
congruente.

R : Ny - A N c
Observam ca triunghiul APN are doua unghiuri

congruente, deci este isoscel cu baza AP, atunci [AN] = [NP]. cctd

n ) 1 2 2026
9.3. Rezolvatiin R ecuatia + +.+————=2026.
’ ’ x2—x+1 x2%2-x4+2 x2—-x+2026

Solutie.

2
Notimx? —x + 1 =t. Observémcéxz—x+1=(x—%) +% =1t>0.



Ecuatia initiala devine 1 + 2 +..+ 2026 _ 2026.
’ ’ t t+1 t+2025
Putem scrie G=OFt | AZOFErD) | AZOH(EF2025) _ 5000 o
t+1 £+2025
1+t i1+ 1+ —L =26 =+ 4+ 0
¢ t+1 t+2025 t t+1 £+2025
1 1 t>0
<:>(1—t)-[—+— ]zO(:)tzl.
£t t+1 t+2025

Revenim lanotatie x> —x+1=1ox>-x=0< x € {0;1}.
Rdspuns: S = {0; 1}

9.4. La examenul de matematica, 666 de elevi au comis In total 2000 de greseli. Este posibil ca
numarul elevilor care au comis 6 sau mai multe greseli sa fie mai mare decat numarul elevilor care
au comis 3 sau mai putine greseli? Argumentati.

Solutie.

Fie x - numarul elevilor care au comis 3 sau mai putine greseli; y - numarul elevilor care au comis
4 sau 5 greseli; iar z - numarul elevilor care au comis 6 sau mai multe greseli. Atunci

x+Yy+z=666.
Presupunem ca z > x, adica ipoteza problemei este corecta. Atunci
z=x+t, t>1.
Atunci sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

1. Elevii, care au comis 6 sau mai multe greseli, in total au comis M; > 6z greseli.
2. Elevii, care au comis 4 sau 5 greseli, in total au comis M, > 3y greseli.
3. Elevii, care au comis 3 sau mai putine greseli, in total au comis M5 > 0 greseli.

Deoarece in total elevii au comis 2000 de greseli, atunci
2000=M; + My + M3 >6z+3y+0-z=3z+3y+3z=
=3z4+3y+3x+3t=3-(x+y+2)+3t=3-666+3t=
= 1998 + 3t.
Prin urmare obtinem ca
1998 + 3t < 2000

3t<2 = t<§.

Dar t > 1, si obtinem o contradictie. Deci raspunsul problemei este negativ.
9.5. Rezolvati in R ecuatia ax + 3 = |x + 4| pentru toate valorile parametrului real a.

Solutie.
Metoda 1.
Deoarece |x + 4| = 0, (V)x € R, atunci
ax+3=0. (D

Ridicam la patrat ambele parti ale ecuatiei:



(ax +3)% = (x + 4)*
a’x?> +6ax+9=x%+8x+16
(a>-1)-x*+(6a—-8)x—7=0 (2)
Pentru a? — 1 # 0, calculdm
A= (6a—8)>—4-(a®?—1)-(—=7) = 64a®> —96a + 36 = (8a — 6)?
VA= |8a — 6|

_(B8-6a)t|8a—6] (4—3a)t(4a-3) [4—1
2T T @y @-n | -7
a+1

a#+1

Cercetam cazurile a =1 si a = —1.
Fie a = 1.
Atunci ecuatia (2) ia forma
x-(-2)—-7=0 = x,=-3,5.
Verificam daca este adevarata inegalitatea (1):
axy+3=1-(-35)+3=-05<0.
Deci, pentru a = 1, ecuatia nu are solutii reale.
Fie a = —1.
Atunci ecuatia (2) ia forma
x-(-14)-7=0 = x,=-05
Verificam daca este adevarata inegalitatea (1):
axy+3=(-1)-(-35)+3=35>0
Deci, pentru a = —1 exista o solutie reala x, = —0,5.

Pentru a # %1, ecuatia (2) are 2 solutii reale:

Verificam daca este adevarata inegalitatea (1):

>0 >0 ae(— —-lu (1
[=—1 (=14 (oo 400
1= 1= ( ,I] (, )

a,+320 o a-(-5)20 o X220 o ae(-13

a+1

ax; +3=>20 & a-

Prin urmare raspunsul are urmatoarea forma:

Rdspuns: Pentrua € G; 1], S =
Pentrua € (—o0;—1] U Z} U (1;4w), 5§ ={x;} ={-=}

2
a-1J’
3 -7 1
Pentrua € (—1,2), S={x;;x,} = {m, ;}



Metoda 2. Ecuatia este echivalenta cu totalitatea:

{ax+3=—x—4, {(a+1)x=—7,
x < _4‘, x < _4)
{ax+3=x+4, {(a—l)x=1,
x = —4 x = —4.
1. Daca a = —1, atunci ultima totalitate are solutia x = —0,5.

2. Daca a = 1, atunci ultima totalitate nu are solutii reale.

3. Fie a # %1, atunci obtinem

—_ _4,
3.1. Fie { *** e
— < -4
a—1
nu are solutii reale.
— < —4,
3.2. Fie { “4"
_— > —4
reale — 51 —_—
+
3.3. Fie ““
— < 4
3.4.Fie “11
a1 =

are o smgura solutle reala

Rdspuns: Pentru a € (4

Pentrua € (—oo; —1] U

Pentrua € (

-7
{x g “
a+1
x < 4
x — —
{ a— 1'
> —4,
a+1 =
4a- 3 <:>

_3
IZ )

U (1; +)

{ae(—

@aE@

a€ (—x —1)u[ ; +00),
ae(—oo 2 U (@ +e0)

&;

]
{
D=l o)

a € (—oo; —1)U[ ; +00),

3 . . o
Sa € (Z; 1), atunci ecuatia data

31)

3 . . < o ..
S qa€ (—1; Z)’ atunci ecuatia data are doua solutii

S a€(—wo;—1)u { }U (1; 400), atunci ecuatia

Jotes = (L)



